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tDP^Ige^oruen ^errn 



grans SB i ( b e. 



T>t>ct(it bee ^^ilofop^te unb ber freien ^unfle, ^ifgltebe ber dfOf 
ttomtr^en C^efedfc^aft in strain, IBicebirector ber phU<7fop!7tf4ien 
(SttibUit, ttnb berjeie Decan ber p(^tIofop^tfc()en ^acuUdt an bev 

F. !. UniuerfitSt iit Wxen , 



cui X)dn?barFeit unb $od;ad^funj) 
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^egentt>5rttg,e €$(^rift^ xoel^t eine Fur^e DarflcDfung 
bet domBinatioitSle^re unb t^rer t^orjugUc^flen '^nmenbun* 
gen auf ^roMeme bed 6a(culd ent^dtt , tfl baju befiimmf/ 
2(iifdngern im (Slubium ber Wtat^emdtitg toelc^e bie er« 
flen Tdifangdgrunbe biefer 3Qi[fenfcI;aft nad) ber geivo^n* 
lid;en Se^rmet^obe fid; angeeignet ^abeti; unb ber fogenann^ 
ten ^o^ern SRat^ematif ftc^ jujumenben gebenfen, eine 
®elegen^ett ju t^erfc^affen ^ i^re (Si|ifid;t in ben S3au obet 
in baft ©efug^ ber 9iefultafe ber orit^metifd;en ®runb< 
o)^rattonen }u erii^eitern ; urn fobann , mit gro^erer ®e« 
n)anbt^eit tm S5etrad;ten ana(ptifd;er ^ormen au6gerufle^ 
baft ^errlic^e ©ebiet ber ^D^ern^nolpfi^ Betreten ju fonnen. 

X)er SSerfaffer l^atte ^ier DorjugH^ baft Seburfnif 
jener jungen ^reunbe ber iS^at^emattC t)or ^ugen / uber 
n^eld^e ftd; fein SBirfungefreid jundc^fl erflrecf t/ unb fud^te 
etnerfeitft Siicfen }u ergdnjen , melc^e in ben t^m am ^du^^ 
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ftgjlen unter bie ^anbe Fommcnben Se^rbui^ern abjl^tlid; 
gelaffen murben/ anbererfettS abet ber X&eorie ber ©let^un^ 
gen ^ov^Matheiten , bte er in etner befonberen @^rift a6# 
ju^anbeln 'SBiUend ift. 

tenner merben ftnbcn, ba^ ber SBerfaffer bie wenigen 
bid jegt t^or^anbenenCrigtn'afn^crfe uber bie combinatonfc^e 
^fnalpftd beniigt ^ahe, ofyne benfelben \clam\d) i\ad)inbeUt\, 
tinb awd) nur btefen allein iDtrb eft jufie^en ju beurtl;eilen/ 
in »ie fern burc^ feine Tfrbeit ber 2Biffenfcf;Qft felbft ein 
©c^erflein jugen>ad;f^n fep. 

SCSien im 2(ugu{l i825« 
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3nl^altd^2(nsetge» 



a^otbtfgjriffe aud bet (So m6inationdIe^te. 

1. ^rHdrung bee Begriffe (Somp(e);ion , Element, (Sombiniren. 

2. (Sc!(drun3 bet CEombtnationMe^rf. 

3. X)ie ju combtnirenben @(eniente fonnen ipad immer fiir ^egen* 
fldnbe fepm X)te (SombinattondU^ce ifl eine felbtltldnbige ®runb« 

4. Die ju combinirenben^remente merben am smecfmdgigffen burcft 
3«bf«n (3<i9<0 ^orgejleUt. 

5. ®Ui<i)^€\t bee C^Iemente in combtnafocifc^ei; ^este^ung. 

6. O^tangorbnung bet @(emente. 

7. IRanflorbnung ber (Somplcpionen. 

^Hgemeine ^ctfyQ\>t eine c ombtnatorifc^e Ope ca* 

tion audj^ufuf^ten. 

8. ^erfmole ber niebri()flen @otnp(epion , toelc^e ftc^ bet einer com* 
btnarortf(4en Operation ergibt. SSerfa^ren aud jeber einsetnen 
@omp(ej;ion bie nadi^^^^tvt absuletten. 

@ombtnatori[cbe @runboperatlonen. 

9. (Sie ftnb ba^ ^ermuttren, ^a^ (Sombtniren im engeren ®inne, 
unb bad 93artiren:« 

Dad^ermutiren. 

10. X)eftniffon biefer combinatorif4ien Operation, ^etmutationefotm 
(SOerfefeunfl). 

11. SBerfabren $ut DarfleQund fdmmtlid^er S^erfe^UQ'gen segebenec 
(SUmente. 

IS. SBefltmmung ber Zwia^l ber fpermufationen: ^rftend, wenn bie 
C^Iemente fdmmtlicb \>ou einanber \>erfcbteben ftnb ; {toeitenf , 
toenn barunter gleict^e ^lemente vorCommen. 
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x3. ^u\cimmtn^\$iunQ ber fut (ilbe^dOe gert^beni^ormern hi chte* 

i4. (£in antt^metirc^^er fie^rfa^. 

S>oit ben ^erioDcnDec bur4 ^in flenieinfc6aft(tc6e,4 

^5leitungdgcfe6 \^er(nupftett ^j) erm utationen un^ 

9lei4^er (Element e. 

:i5. SBenn man and einer ^om^Iepion ungUid^^er (^(emente buuft 
SBerdnberung bee CcDnung , in mtlfbct blefe (Slemente aufeinati/ 
berfolgen , eine jmette (Somple^rion , fernor aud, biefer nac(> bentj 
felben ^efe^e eine britte , unb b'araud wiebec eine \>ierte ablei'. 
let u. f. n>. / fo fommt man, fobalO fic^ vecfc^iebene (Somp(e« 
^ionen 511 jeigen auf()6ren, foglei^ auf bie QEompIepion jurtic!/ 
90.n roelcf^ec man au^ging. 
.16. ^an er^dltauf biefe 2Cct etneperiobe \>on ^ermuffttionen. (^pm* 
boVi^c^t DarfleQung be« bee ^ectobe jum (dcunbe lie^^nben 'Pec * 
mutattondqefeged. 

17. ^ie @omp(e):ionen einec $eriobe bilbett einen CSpFIud* 

18. X)ie Tin^al)! bee (Sompiepionen einec ^enobe ijl fletd ein S^ct&r 
bee 21n)al;( aUec ^^lecfe^ungen ,' me(4e bie C^Iemente iebec ein« 
l^elnen (SompIe|;ion julaffen. 

19. @iut^eilun.9 bee j^ue SSil^ung einee |)eeiobe mogli.d^en ^ermuU^^ 
tiondgefe^e in etnfac^^e unb in jtufammengefette. 

20. ^it tin einfadi^ed ^eemutationdc^efe^ entiooefen micb. 

21. lin^a^l bee 21rten, auf n>elc()e and einec f^eji^ebenen CEomp(e|;t.(Xit 
e^ne anteve na^ einem einfac^ien ^eemutation$^efe(e er^euti^t 
merben fann. 

22. !Bie man eefennt , ob eine (Somp(epti)n mit einer anbeen biur4 
etn etnfad;ed ^ecmutationdgefet 9er6nupft i)l, obee nifi)t 

25, ^In^a^l bee Gomplepionen einee ^Peeiobe fiir ein einfacted^ermu* 
tatipndgefeg. 

24. ^nsa^l bee ^omplepionen in eInee buec^ ein iufamotei^^e^tei^^ 
^eemufationdgefct er^eugten ^eeiobe. 

25. ^enn man aud einee ^>eciobe (){eic^n9ett \>on einanbee abfle^en* 
be @omp[e|;ionen beeauti^ebt/ inbem man bie eejle uiib (e^te ^onv 
pleptpn aid aneinanbeegienjenb betcac^tet, (0 erj^dlt man eine 
neue Peeiobe. • 

96. 3Bie bie 2lnjab( bee (Sompleirionen biefer neuen ^Peeiobe and 
lenee bee Q^mpleirlonen in ber uefpeundllcf^en ^eeiobe beeecbn^i^ 
roirb. 

"7. %efcbaffeu(eit bed )>emmtationdgefe(}e« bee neuen ^eeiobei 



48, ^enn and einev (SomT>(e|;ion tint sfoeite nac^ einem eittfad;ei\ 
^ctmutation^QtUit abgeleitft morben i|?, fo Idgt {Icf) aud l^iefec 
elite bt'ittt n^d) tintm iibet hit nam(tc(^en <8ceQen , n>te fruf^er , 
fl4 erflretfenben e^nfacgen ^ecmutationdgefe^e erjeuaen, mel^e^ 
UQit bee erilcn (Somplejrion nuc'iit bee ^efe^uni) DifcUc belie* 
bi<)er Diefer «3teUen abmtid^t 

Dad (S m S i n i r e n... 

^9* ^efimfian htt eisentlicb fo denannten (Sombinicend. (Sombina* 
ttondrorm, @ombtnattoiidPraffe , ^(ajfeneppoitent; beroitbete 9ta4 
men ber (Sombinatioii^naffen. X)ad (Sombiuiren mtt ^ieber^9« 
lun^en* 

So. $Oerfaf)ren iucX)a^|!eaun(:( fdmnitltc{)ei: S^mbtnatioaeit ge^cbenet 
(&ltintntt ^u einec bejlimmfen n/^ffe. 

^1. ^Injaf^l bee ^otnbinattondformen etner c^eaebeaen IDlenc^e \)on 
Glementen $u einec gecjebenen ^laife : @rflend , mtna Win (SU«- 
ment n>ieber(^o(t wirb; ^totittn^ , wtnn jebeft Element unbe< 
Mv&nCt n)leber(^o(bac if?. 

32. 3n)ei @ombinationdF(aifen, berenS^^^c ^urammen ^enommen bte 
^In^abl bet gemeinfc^aft^icben @(cmente audma^en, tnt^alttn 
^leicb^iel Soniple^rionen. . 

33. Tinia^i bee ^Qmbinatfoneii « tri toelc^eti eia bejlimmded ^lemeut 
)»orCommt. 

54. %n.\a{^I b^c SomUnationen, in n^elc^en eln beilimniteS (SIcinen.t 
nic^t ecfc^eint. 

35. 2ludbruc! fuc bie ^nja^I btt ^owbinationm einec beftimmten 
(Siementenmenge buc4^ 6ombinatiQnd5a(»Uit , tot{^t M ^uf eint 
um 1 fieinere. ^Umentenmen^e bejiej^en, 

36. tBeilimmung bee 21n{af;I bee Utttn, auf melc^e ft($ cine ^egebene 
iSJlencte ))on (£(enienUn in nie()rece $act()ien fo ^^ecft^eileu lag^ 
ba§ U^t $arc(?ie (|ine fetlgefette ^usabl biefec Gieinente ecbalt. 

37. Zlnbere 3luflprung bi«t^r 2lufgabe mit •^iilfe bed ^eemutiecnd. 

38. Tin^a^l bee ^CeUn, quf n^ffc^e fii:^ bl^ C^IemenU me^reree ^tl^tn 
Vng(ei4^ee @Iement<^ in me^eere ^aet^ien , ^tvtn jebe eine be< 
Oimmte SSttn^t 'oondVtmtnttn aiU iebec eini^inen ^eij^e befonv 
men foQ, vett^^eilen Uffen. 

59. (Sine aUgemeine ^tlation awifcben ben nutneeifcden 2(udbeu<fen»«^ 
auf n)e(cbe bie vorigen 2(ufgaben fuf^ren* ^ 

Dae (Sombinieen ^u beflimmtett (Sumnten^ 
^Q« <$ef(druo0 b(d ^(^mbinicenft su b^flit^mten (^ummcn.. 



4i. ©ecfa^ren jur DarfteHung allec rndgHc^eit (SomSination^formeit 
(mft SCiebec^oIungen) ju ciner bt^xmmtcn<Bummi o^nt 9lucfrt<^t 
ouf &en Unfecfdi)icb ber ^laffcn. 

42. Dec 3iibegriff ber iro^fjieorDneteu ^omSinationert ju einec.be* 
flimmteii @umme ijl einc.3nv>oIutioti biefec (5om&ination#n |a 
aUtn niebrigern* ^ummen. 

43. (Stufenweife HbUitun^ bee Sombtnattonen ^p^ecer ®ummeit auf 

ntebrtgetn. 

44. X^ariledung eittet einselnen (Sombinattond!(a{fe $u einec gegebe* 

wen ©uratne, 

45. X)ie (Sombinationen ju einec beflimmten v^umme oi^ne fBiebec» 

t^oluiic^en ftnb ttt ben ^tffprecbenben Sombtnattonen mit SBtebec^ 
l^olun.qen ent^^alfen. ^ 

46. D^ecucricenbe ^efliinmtind bee ^Injabf bee CEombinationen mit 
SBieber^olungen ju einec aeoebcnen'^Iaffe unb @umme. 

47. dtebuction bee ^In^a'.;! atlec moglicben (Sombtnaftonen 3U einer 
bejtiinmten 3umine auf bie 2In5a^f bee (Sompfenonen einec eiu« 
jefnen (Sombinarion^PIajfc ju einec anbecn (Summe. 

X)aO 25aciieen. 
48* ^rFIdcunc) bed Ql^aciicend. 93aciationdfocm. 
49- X)acfleCIung allec ^aciationen ^egebenec ^eir;en t)on GllenienCen 

unb IBejlimmuncj Ibcec 2Injab(. 
5o. ^ebuctlon bed IBactirend auf ba^ @ombintcen unb ^ecmuticen 

bee S^tciec bee (^lemente. X)ad 9[^actiiren ju einec beflimmten 

®umme. 

3n)ette^ ^ap itet. 

(ScFIdeunt) einxQct aci t^ metif4^ «c m b tnatocirc^e c 

3 e i cf; e n. . 

5i. ^ci alien folcienben conibinatpcifcben Opecationen flnb bie C^om* 

•plepionen ^cobucte bee (Slemenfe unb bie 3"^^flfiife bee @om« 

plepionen ©ummen becfelben. (SeCfdeunc) bec3eicben (^, (Sn>, 3^. 

62. 9lebuction bec25ariationen ibentifcbec ©lementenceiben auf @om» 

binationen mit ^iebee^olunf^en, (SrPIdeunc) bed ^e\d)en^ p(Sm. 

53. ^Relationen jwifcben btn ))oajldnbi()en unb unt^oOfldnbigen (Som« 

binationdClaffen. ^ebeutung bee 3^ic^en @o unb @n)o* 
<S4* @efldeun.() eined combinatoeifi)en ^Igc^eegated. ^IQ^emeined ^lieb 
unb ))ecdn:>#-(tcf)e (35cd8en. l&efonbece 2(ct bee biee ^u betcac(^ten' 
ben combinatoeifcfien 2(dgeec)ate unb ibee ^ejeidS^nung. 
C^inige <Sd|e itbec biefe combinatocifctien TLc^QU^^att. 



XI 

l^erdnbei'ltcl^en ©coge « ftatt ipelcf^ec bif natutlic^en 3abUn $tt 
fe^en flnb. 

57. 9tebuctionen , toefc^e f!4 auf biefe ^e^dcfinung grunben. 

58, ^iefelbe ^eseict^nung tann oft aiid^) auf combmatocifd;e TLqqw 
c^aU m\t me^reren \)eranbeclic(i(it (Broken au^gebef^nt iDecben, 
Srandfotmationen folc^ec Aggregate buc4 93ertve(^d(ung bcr 
@ummen$ei4)en. 

fig. SBte 3nbegciffe von (Som&tnationen mit ^tebecdolungen bucc^ 
conibtnatocif^e ^ggt^gate bacgefleat mttben. 

2Cttt(»metiE bet ^ oUynome, 
60. I^te (^ombinationd(e(;ce verbtlft ju inbepenbent'Cn ^(uflofungen bee 

•^auptproblenie ber 2lcit(^tnett6 polpnomifd^ec (Scofieii. 
6it SBefc^affen^cit ber ^ier 5U betta^tenben ^pulpnome. 

^9)tu(tipIication ber ^olpnome. 

62, ^D^uIttpHcation fo(c(ier ^olpnome ,. bte ntct^t na^ ben ^oten^ett 

eiuer ^aitpt.qroge georbnet ftnb. 
6.% ^JluItipUcationSformel fiir georbnefe ?)ol9nome. 

64. Sorme(furba$$robuct smeiergeorbneter^orpuomeindbefonbere. 

65, (Sntrpicfelung ber *Probucte (a+x) (b+x) (c-f-x) (d+x) . . . 
unb (i+axj (i+bx) (i+cx) (i+dx) . . . 

6^« ^ummirung aQer @ombination€(Iaffen gegebener nic^f tolebers 
^olbareu ^lemente, itnb 2(nmenbung berfelben auf bte ^e|)lm' 
wiung ber 2Cnsa:;I aller Diviforctt einec ganjen 3<i&J * ^^r^n «i"' 
fac^e ^actoren beCannt fmb. 

67. SntrolrfelMng bee Cuotienfen 1 

(4— ai^) (i— hx) (1— ex) . . , 

^otenitritng ber ^olpnome fur gan^e pofitii^e 

©Fponenten. 

68, $ofen)trung eined ^olpitomd , beifen (Sfieber nid^t na^ beit 
^otenjen einer ^giauptgroge forffc^^reitcn. (^olpnomialformei). 

69* 2lnbcre @e(lalfen biefer 3)oIpnomialformef. 

70, ^ofeniiiruug ber ^olpnome, toerd;e nac^ ben ^otenjen einec 
*^aupfgroge georbuet ftnb. 

71, Tlnbere Oeflalt ber ^pteniirungftformet fflr georbnelei^^^^PW*^"*** 
7t. %emer!un(jen ubee ten Umfang ber bacin \;iorfomm«tiben eQ>m« 

blnatorlfc;>en 2fggregafe. 
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73. Die in 71 gegebene ^ornt bed poI^nomifAttt SeH^^fed furgeort^^ 
nete ^olpnome laSt ftd^ aud^ aitf Me ^pteiti^lcunddformel fuc 
nid^t ^eocbnete ^olpnome ubertragen* 

$oten$trung bet ^olpnome fur ieben ^pponentenu 

74. Untetfucjinig , fur welc&e ber fritter flegebenen 9)uten$irun9«fot* 
itiedt eine liu^bt^nnxiQ auf anbere^ aid i)au5e pofitUe (Spponen* 
ten iu6|)Uct* fepn burffe. 

75. 76. ©igenfcftaffen ber ©roge (j) fitr jeben 2Berf& ^on ». 

77^ SDlutttpUcatlon ber ^olpnemialformeln fur jeben SKertJ bed Cfp* 
pcnenten, aid iSorbeteitund $um ^emetfe ber Tldgemeinf^eU bed 
pclpnomifct^en Se^rfa^ed. 

78^ Der polpnomifd}e <^a6 g^iU fur commenfuraMe gebr^c^ene unl^ 
negative ^pponenten. ' 

79. @r ciiit au4 fur incommenfu'rable ^pponenten. 

80. 8i* @i()enf<baften Der $otpnomia(«(Si^erfictenten. 
82. (Recurrtrenbe ^orm h^^ polpnomifc^en Sef^rfa^ed. 

85. 2(n$emetnere ^efationen $n)tf4en ben ^olpnomiat 5 ^^oetTictentett. 

84. Die VimUf)v\x\\^ ber ^exf^exu ' 

85. SSelfpiete iiber ^tn ©ebraucft" ber' Umfe^rungdfwmef. 
9$efQnbere^*dIIe bed polpnomifc^en Zc^t^alitK 

») 2) e r ( i n m i f (^ e £ e 1^ r f 1^. 

86. ^iblettung he^ binomifc&en Se^rfa^ed aud hem pofpnomifd^em 
87^ ^erfa^ren , ben binomifd^en Sef^rfa^ unmittelbar auf bem Cur«r 

j^jleit SBege barjuftefltn. 
8&^ ^ecitl firr bie ^Potenjiruiis eined 55inpmd. SSreifpiel^ 
8^» %inoif?ia(^ (Soefftdenten unb tgre ^ormen fiie ^^rf^iebene ^tu 

tbe ber (^ponenten. 
$0. Tttt^obt eine SoJ^eUe iibec bie D^iiiotniaI«(Soefricienten ju ent;i> 

werfen. 
91. ^ummtrung ber erflen unb ber imeiUn ^ofenien ber ^inomiaU 

(Soefficienten. 
fs. 95« (Summtrunf) ber m\t n>e(^fe(nben3^tc$cn 9^nQmm«nen 18ino« 

'niia(«@oeffic!enten. 
94* @ine angemelne fetation swifcien ben^o(pn&miaI«(^efrictentem 
95. Der Hnomifi^e iSebrfa^ Bann sue ngt^evungdweifen ^udjie^ung 

ber SBur$e(n gebrau^t n>erben. 
96; Chrfldrung bee* @on«ierdenit unb ber Di)9ergen|( einer ^c\be. 
97. 3ebe com^erf^irenbe iRcibeifl eine^ fatlenbe, aNr n'l^tyiH falUu* 

be ^ti^t tfl eine con\>ergirenbe. 



XIU 

98. ^onver.qeni einer <)eometr{f((ett ^rogtelfipn. 

'99. (Sin Witui iut $8eurt()ei(un8 ber @oni»ergens einet 9ieif^e^ 

D 

*oa. @ine converfllrenbe IRdbe fitr y/" N. 

i>) jbti>ifton ber <p 0(911 omf« 
ioi. ^ntiDlrfelung be$ ftuotlenfen^ n>cl*er du« b€r t)i»f(!on. bet 

@in(^eit bucc^ (in nat^ einet ^anptQtoit d^otbneteft ^plpnom 

eiitfprin<)t. 
102. Ciuotient jweter nacj elnerfei ^ouptgr(f8e wit elnerlei Differeni 

i&rer ©pponenten fortfcfemfenbet -^olpnoraei 
io3. SBefonberer %aU, in n>fldt)eni biefer Ctuotient auf eine einfac^erc 

Sotm flebrac^t wnben fonn. 
104. tRecurrirenbed 93erfobren $ut 18ef)immung biefed Cluotienten. 
io5. 93e{!immung ameiet ^olpnome , butd^ beren iDi\)i|!on ein gege« 

tened nad) einer •^aupt^^toge georbneted^olpnom er5e«igt n»irb« 

^ierte^ jtapitel. 

&htn)i(fe(un() berSpponentiofgroSem 
io6, 9ld|)ere ^ngabe bed ®e^enf}anbed biefed ^aptte(d« 
107. Umflalt^ng ber ^pponentiaIgrd§e B' in eine nad) ben ^ofen^en 

\>on z fortfd^reitenbe ^tx^e. 
108 Scandformo^onen ber in biefectvei^e )^or!omknenben C^befficUn« 

ten ber •^aupt()ro§e. 
X09. Summirung einer gec^ebenen 6ombina(ione!(dffe ber natiirU4en 

3abUu o^ne ^ieber^^olungeii. 
110. ^ummirung einer oegebenen (^ombjnationdnafTe ber naturHc^en 

Sal^fen ttitt ^ieberl^otungem 
111; !8ered^nunQ bed etflen @(iebe9 einer betiebigen X^ifferenjrei^e, 

menn bie J^aixptvtiit gegeben i% 
112. 2Cnbere 'Sf>^mel fiir bit <Summe einer ^omblnationdErojfe bee 

naturlicben ^a^Un mit ^iebet^otuugni. 
ii3. (Sntroicfelun^ ber @pponenfiaI> ®rcgf B' n>enit s ein natif ben 

^oten5en einer «^aupt()cd§e x georbnefeC ^olpno^i.^^prfletlt. 
X14. ^efonberer ^otl, in meld^eth bi^ Cioeffidetiten biefer (Sntmi^e* 

lun^ aud einer einfac^en dtecurfionMot^mH (ir«or0f|^en« 



^i5; !8etracbtund ber (Broge ess^i.; 

o v! 

11& 2)09 naturlic^e unb bie eun{lli(ben Sogarit^menfpftemt 

117. 9teiben .^ur IBerecf^nund ,ber noturlicten fiogaricl^men g^fl^^^t^^^ 



118, CoQorit^mu^ elne^ nuc^ einet^auptatoge Aeorbnefen«|>orpnem«. 

119, entruicfefun.q ber erponentiol* ©rogen o^ne ^Ciiife bei' polpuo* 
mtWenee&rfQjeS. 2lbleituny ber@runDreit)e fiir bie natiiradjeti 
Cogarilbmen au8 Der^^ei&efucfcie (SpponentlaP ©rogen. Utbtf 
gang auf ben binomifc^jen unb polpnomifd^en £e()cfa6. 

r ^h-frt 

120, Umfe&rung ber ^lieU^e y«»s=(S - . ' 

o * • 

gunftc^ ^apiteU 
^Ibleitung elni^jerSRel^en fur goniomef rlf*e®r6gett. 
121* 2lii8br«c! fiir bie tmaftinare ©roge eW— » , wobeie bi«®runb» 
ja^I bed naturUcJen'fiogarU&menfpflemd unb x elne reeUe^ro* 
fie anseigt 
122. Dlelationen jtuifcfcen ben ?Bef!anbt^eifen biefe§ 2(u«br\jcFe«. 
125. 124. ©oniomefrlf^e SSebeufung biefet SBeftatibtJelle. ©utwidFe* 
lung bed <Sinu6 unb bed ($oftnu8rtac^> ben ^otenjen bed 35ogend, 
i25« (Sutmtdferung ber ^angente unb (Sotangente na^ ben ^otensen 
bed jiugeborigen ©oftend. 
' 126. 2Iudbruc!e eined tBogend burdft feine ^ano.ente. 

127. (Sntmicfelung eined SBogend nacfe ben ^otenjen feined <Sinud. 

128. T>U goniometctf4;eQ3tnomi4^Ifornie(. S3or{tc()t bet bem ©ebrauc^e 
berfefben. 

129. 2(u§brucfe fur ben ^tnud unb fur ben Softnud eined jjlelfac^en 
IBogend bur<^ ben ©inud unb (Scftnud be^ einfadjen. 

i3o — 134. 9ieiben fiir ben (Sinud unb ©oftuud eined ijielfaxjen 
SSogend, georbnet nac^ ben 9)cfensen ttt (Sojlnud be^ tinU^tn 
HSogend. 
i35. ©ie 3ubftitutlon \)on 9^el^en in 9lei(;en ?anit auf unvoHjlSn* 

bige 9tefuUate fufjren. 
i36. i37* 2(udbrucf e fiir sm n x unb fiir cos n x bux^ sfn x. 
i38. Umilattung ber nad^ fteigenben ^ofen.^en georbnefen Qntwide* 
lungen ^on sin n x unb cos n x in foIc()e , bie nac^ fallenben 
^otensen fortfcftrelten , unb umgefe&rf. 
'' 139. ^udbrucf fur bie $ofen$en be^ C^oflnud etned legend burc^ 
(Soflnuffe ber ^ielfacben biefed 18ogend. 
140. 2tudbrtt(fe fitr bie ^ofensen bed @tnud eined SBogend burcfi 
©inuffe ober Soflnuffe ber ^it\fad)en biefed legend. 

®ei)$ted ^apitef. 
S^ott ben ^acultdten. 
i4i' (SrHarung einec ^acultaf. i&eaeic^nung berfelben. 



142. ^ebuct'ion etner 'Sc^tulM attf eine anbere mit (eltelbtger @runD> 
5Q{>r ob€» mit teliebicier X^iffercnj. 

143. Srotifad^c 2fnfl<6t etncr uub Drrfelben gocultat. Serfallun'g einer 
^acuIfSt in cm ^robuct anbcrec ^acultdten. 

144. SSebeutunt) bee S^cuUdten mit ne^atmu unb mit ge&roc^enen 
@;:ponenten. 

145. 9tebuction bet gdcuTtdten mit ganjen pofltiven @;:ponenten auf 
93inomial s GJocfficienten. ' 

X)er binomif(^e unb polpnomifc^e Se^rfa^ fut 

^acu (td ten. 
i46.^inomtaIformeIfurSacuItdten mit gan$en poftti\)en %ponenfcn« 

147. IBinomialfprmel fiir ^acultdten mit ganjen negatit^en Q^ponenten. 

148. ?)orpnomialformel fur gacurtdten. 

(Sntwid cluttQ htt ^acultdten nad) $oten$en ber 
©runbja^I unb berX)ifferenj. 
149* (Enfwi^elun^ ber ^ocultdten mit ganjen pofttiuen (Spponenten. 
i5o. Uebet bie ^ered;nung ber biefer (Sntroicfelung ^um @rvnbe (ie« 
i)euben, ))om (S]:ponenten ber ^acultdt ab^dngenben (Soefficienten. 
i5i, (Sntmtcfelung ber S^cultdten mit gan^en negatiuen C$ppouenten. 
162. $erec()nung ber babei t^otfommenben ©oefficienten. 
i53, i54. Su^ttittienftenung beibcr^ntroicfelungen untereine gemeiiv* 
f(6aftlic()e Sorm , unb 2lb(eifung^ ber in>tr4)en ben CSoefftcieuten 
berfelben befle^enben IRecurftonem 
@ntmi(fe(ung ber ^oten$en nad) ^acultdten mit 
einer beliebi'gen Z^iffetenj. 
155. X>ie ^e^anbfung biefer @ntn>i^elung i|l ber UmFe^rung ber 

D>tei&en analog. 
i56, 9<tebuction ber &ier ))orFommenben C^oeffidenten auf bie ^ei btn 

fritberen ($ntn)icfe(ungen tv^altentn, 
iSy. (Bummirunf> gtei(^namiger ^otenjen ber®Iieber einer arit^me* 
m^en ^rogreffion burc^ ^^acultdfen. 2lnn>enbung auf bie^um« 
tnirung glei4)nanitger$oten5en ber natitrlicben S^i^^^t^ ^^^^ Q^^' 
sen pofiti^en ©pponenten. 

® ieb e nte^ ^apitel. 
<Stgenf(6aften beralgebraifcben^uebriicfein^esud 
ottf bie gegenfeittge S3ertauf(t)ung barin ^ovtowf 

menberunbe{limmter®ro§en. 
158. (Sint^eifung ber algebraifc^en 21u0brude in fprnmetrifc^e' unb in 
unfpmmetrifc^e* 



159. 'Die rpmmetnft^en Kiidbrude ftnb entmeber tinfa^t ober sttfam^ 

mengefefete. 
i5o. ©ilM!n<? fined elnfacfeen ftjmmettlfc^^en Hwthvuit^, bejfen ©(le* 

ber ^robucfe Beliebi(%er %)i>ien\tn btv ®YVii\t^v^ien ftnb. 
161; 2(n)i()r ber @(ieber eined folc^en f^mmetrifc^ien 21udbru^e9; 
162. X)ie 2(nja()l bcr ^erfc^iebenfii gonnen , welcje <ln unfnmmefrU 

fc^er auf n ^rogen f!it 6ei(tcl)enler ^(udbrud 5ei alien ^>ermu» 

tafionen btefet (^rogen aii5une^men verma<) / ijl ni^t grogcr ^ 

al$ bte ^ermitfationdjd^f n! 
i63. (5ie iff ftefd ein X!)eirier \)on n ! 
164. ®ie tann nie fleiner fet)n , aid ble flrogte n nlc^t iiberflelgeitbi 

^rlmjabl o^ne = 2 ju roerben. 
1^. Cber oa<jemeiner: Oie !ann nie Helner fepn , aH bad ^robuct 

iinqlei(^er, t)on ber @in^eit \)erf4)tebener $rtm5a()Ien / beren 

^umme n nic^t uBenleint, o^ne = 2 jn merben. 

3ufammenMnfl ein er bcfon^ern 5^Iaf fe fpmmctti* 
fc^er ^olt^nome mit bch tSombtnattotten i|)ti(r 

Ocunbcirdgen. 
i66, 95eAeic?)ntin.q ber i)\tv ju betrac^feuben fprnmetrifcfeen TtuSbrficfe. 

167. 9iecurrirenbe Dtebuctlon ber Summe fjleicjnamiqer ^ofenjen 

me^rerer @r66en ffir einen flaiij^en pofitiven @j;ponenten auf 
bie Gombinotionen biefer C^rpjen. 

168. 2(uf!ofung berfelben 21ufgabe fut einen (tdnjen itegatit^i^n- 6)*|)0^ 
nenfen. ' 

169. 5rtbe<)enbenfe ^e&anbhtnci -fceiber ^dlle. 

170. S^lecurrirenbe unb inbepenbenfe ^lebuction etner (SomMnotlond* 
ffaffe belieblfler (Sragerj o^ne SBieber&oIuligen auf^otenjen* 
fummen berfelben. 

171. 9lecurrirenbe 9leb»ction eined einfacjen fpmmefrif(^en2(«dbrU(JeC/ 

beffen ©iieber^probucfe \)erfcf}iebener^ofen5en ber (^runb<^r5§ett 

mif gansen @jrponenfcn ftnb, auf ^otensenfumm^n bieferOroOen. 
17*. 173. TCuffofunfl biefer TCuf^abe, wenn Der fpmmefrlf^e 2(udi 

bru^ tnef^rere ^oten^en bet (drunbgrjgeit mit uleic^en ©FPO* 

nenfen tnt^alt 
i^A^ 175. 3nbepenbente 2CufIefung bet vjorigen Tlvtfc^aUn: 

176. Slebucfion einer beftimmfcn (5ombinafiond!laffe bet Ctuabrate 
(^eaebener ©rogen o^ne ^teber()o(un()en auf bie @ombtnattond' 
ffaffen ber einfacben (Srogen. 






vla^^, wa^ tm 9?e6eneinanberfe9n obeir im 2(ufeinanber^ 
fo(j$en.4l^ |[ufommenge^6rt:3 betiT^cl^tet lotrb^ bilbet cine @rup« 
pe ober Somplerion. ^eUv einjetne %eflonbt(^eU etner 
©ruppe tuirb ein Stem en t berfelben ^enannt. 2iu^ gegebenen 
iEUmenten ®tuppen jufammenfegen / i^eift combiniren im 
weitejien @inne be^ SBorte^* 

®o bilben ^. 93. bie fiinf 92ummerit / wetd^e im ^emft^na 
Ii4^en Sottofpiele bei ieber 3i<Nnd ^^^ 9^ SRummern ^erau^^e^ 
l^obe^ lo^rben^ etne ®ruppe; jebe biefer Snummern ifl.ein (£(e- 
ment bet ©ruppe; man combinirt^ n^enn man bie verfdl^iebe- 
nen 2lcten barfleUtf auf n^elc^e iebe$ma( fiinf anbere ^um- 
ntexn ge^ogen werben f&nnen* 

X)ie Sambination^le^re befd^dfti^et ftd^ mit ber 
2)ar(le(lun^ aOer Somplejrionen/ wel^e aud ge^ebenen SUmen- 
ten/ unter t>orger4^riebenen SSebingungen/ gebilbet tt)erben~ 
fonnen. 

Sie ju combintrenben S(emente (fnnen wai immer fdr 
gUic^arttge ober undWi^OiXtigt ®egen(i(iinbe fepn f aH : $erfo« 

2( 



Tin 

iZ, 3ufammen5te^ung ber fut SeibeS&Qe geltiiiibeni^ormertt In ehte* 

i4* (Sin artt^metif^ec fief^rfag. 

Son ben ^erioDen.Dec burc^ ^^ Aemeinfd^aftric^e^d 

^ibieitung'dgefeg verPnttpften ^P erm utation e n un^ 

dleic^etr (SlemenU. 

i5. SBenn man aud einec ^omplepion ungleid^er (lUmente bue<& 
Serdnbecung ber CcDnung , in n^elc^er biefe (Slemente aufelnati* 
berfolgen , eine 5n>eite (SompUpion , fertior au^. biefer nacf^ bem« 
felben (Sefeffe eine britte, unD b'araud wieber eine t>ierte ablei'. 
Ut u. f. n>. ^ fo fommt man, fobaio fl4 verf(^tebene (Somp(e« 
rionen ju seigen auf(^6ren , io^Uid) auf bie ©omplepion $utuc! , 
t)an n>eldi;er man au^f^ing. 
.16. Ttan erbdUauf btefe 2Crt eine^eriobe \)on ^ecmutafionen. (^pm* 
^olifc^e BarfleQung bed ber ^eriobe jum (drunbe (ie^enb^n ^Pec* 
mutattond()efe|e0. 

17* ^ie @omp(e]:ionen einer $eriobe bt(beit etnen 6pf[u$* 

18. X)ie 2(nial;I Der CSompIepionen einer ^eriobe ijl fletd ein S^ct&r 
ber ^n^al^l aUer ^^erfetungen ,' me(4e bie G^Iemente ijeber eiu' 
j^elnen (SompUjrion julaffen. 

19. Qu\ti)tilunc^ ber j^ur S3t(Dung einer Sj^mobt m0gli.(^en $ermi|ta^ 
tiondgefege in tinfa^t unb in jiufammengefe^te. 

20. ^ie etn etnfac^ed ))ermutationdgefe6 entmorfen n>icb. 

21. lin^a^l ber 21rten, auf tvelcf^e and einec .qec^ebenen (§.om}fiUfm% 
mc anbere nac^ einem einfa^en ^ermutation^^efete erjteut^ 
n^erDeu fann. 

i2. Wie man erfennt / ob eine ^ompfepion mit einer anbern biuret 
etn etiifad;ed ^ermutationdgere^ verCnupft t)l/ ober nic^t. 

23, ^nja^I Der ^omplepionen einer ^eriobe fiir etn einfac^ed $ermu« 
tation&gefe^. 

24* 2Cn5at^( ber @ompIe]?ionen in einer burc^ ein sufam^teLig^e^tei^^ 
^ermutationdgerc^ er$eugten ^ertobe. 

25. tQ^enn man and einer ^eriobe gleic^ioeit von einanber ar^fTe^en* 
be @ompFeptonen bnau^^cbt, inbem man bie erfle utib le^te (Sonv 
pUpion aid aneinanbergren5enb betra^^tet, (0 er^dU man eine 
neue Periobe. ^ 

«6. 2Bie bie Uniabl ber @omp(epionen biefer neuen -periobe and 
iener ber ^mplepionen in ber urfprundllcf^en ^eriobe berecbneit 
n)irb, 

27. %efc;^affeu{iett bed ^eritmtatianddefelied ber neuen ^eripbe^ 



4B1 ^enn aud eiiter CSIomD(e?;ion ^ine $|oette nad} einem eiiifa(i;ci\ 

tint Dritte nac^ etttcm iiber Die namltcf^en (SceQett , mtc fru^^er , 

Ti^ erflrecfenben e^nfadixit ^ermutationdgefe^e frs<unen« melcte^ 

UQit Dec erilert @ompUpon nuc in Dec ^efe^uiti) Difciec belie* 

Mgec Dief^c BttUen cibmt\d)t 

Dad (Som^tnice tu. 
^9* ^efinifian befi etgentlic^ fo genannfen CEombinicend. Qombinai 

tiondfocm, (Sombinatioadnaffe , ^(ajfenejrponent; beronDete 9la4 

men Dec @ombinationd£(affen. Dad (Sombiniren mit ^ieDer^o* 

Iun<\en. 
So. SOecfabren iucDacileQunci fdmnitlicbec (Sk>mbinatiouen gegebeaec 

@(einente ju einec bejlimmten nfiffe. 
^x« 2ln|abl Dec ^ombinationdfocmen einec c^e^ebeaen ^en.c^e ))^.n 

Glementen (u einec ^tc^thtnen Stla^t : ®r{lend , voenn tela (SIe«^ 

tnent iDteberboU mtcD; ^tocittn^ , to.enn jeDed Element unbe« 

(ibcanCt U)ieDerbo(bac ifl. 
32. 3n)ei @ombinationdF(a|fcn, Deren3<i<)<t iufammen genonimenDie 

lin^a^l Dec gemeinrdEiaftfidben ^Umente au&mad^tn , entbalten 

gleicbmel ^omplepionen. . 
^» 2(n$ab( Dec C^Qmbinationeu , in melc^en ein beilimtnlie$ @(emeni 

)»pcEommt. 
54. ^n.^abil D^c Sombinationen, in n^e((^eA eln bejliinnitee <STcmen,t 

ni^t ecfcbeint. 

35. 2CudDcuc( fuc Die ^njabl Dec ^poibinationen einec bejtimmten 
(Slementenmenge Ducc(^ ^pmbinattondsabU^ , tot{d)t ftcb auf ^int 
um 1 fielnere. ^(enientenmenge be^ieben. 

36. ^elHmmung Dec ^Cnja^I Dec 2tcten, auf melc^e fi4 cine f^egebene 
SOIlenae \>on ($(ementen in mebcece ^acibi^n f4) )»ertb^i(en lagt-^ 
bag ieDe ^artbie fine fejlgefe^te 2Uiiab( Di^fec (Slemente ecbalt 

37. ^nDece ^luftofung Di«(ec ^lufgabe mit ^nlU Ded $ecinuUc<n6. 

38. ^n$ab( Dec TCtUn, auf rnilcbe ft^^ Die ©lemente mebtecec 9teibe» 
Vng(ei(b^c @(ement<> in me^cece ^actbien , Decen jeDe eine be« 
(limmte ^JOflenge \>on(S(einent<n aiU ieDec einjdnen ^ei^e befoin^ 
men foil , \>ei:tbet(en ta{fen« 

59. (Sine oUgemcine f^eiation sroifcben Den numecifcben 2(ttdDru(fen>«^ 
ai^f welcbe Die ))Otigen 2(ufgaben fitbreit. ^ 

X)ae @ombtnicen ^u beflimmt<it (Bumvxtn^l 
4q. <^cf(druQ$ D<9 (Sqmbinicend 5U b^flit^mten @ummcm^ 



4i. ©ecfa^reit jur ©arftcnutig allec mogllc^eit (5om6inafion«fottti€!t 

(mlt SKiebec^orungeit) ju eliier 6ejlimmfeit@umma oj^ne ^tiidftc^^t 

auf ben Unterf^ieb ber ^laffen. 
^a. Dec 3ii6e(jnff ber mo^fiieorbneten ^omSinationen ju einec.be* 

fiimmteu ©urnrne iff cine 3ni>oIution biefec ^ombination^n |n 

alien niebcigern* (Summen. 

43. ©tufenweife ILHcitunc^ bee ^ombinationen ^o^ecec ©ummen auf 

niebrtgecn. 

44. X^arfleHunf) etnec etnsetnen (Sombtnattond!(<rffe ^u einec gegebe* 

nen Summe. 

45. X)te (Sombinattonen ju einec befltmmfen vE5umme obne ^EBiebec 

t^olunc^en ftnb in ben ehtfprec^enben (Sombinattonen nttt !Btebec« 
bolungen entbalten. ■'* 

46. Dlecurricenbe ^eilimmttng bee TInjabt bee ^ombtnationen mit 
SSieberboIungen ju einec fle^ebcnen'^tlaffe unb (Summe. 

47. IRebuction bee ^ii$a!:I atlec moglicben (Sombinaftonen ju einet 
beiliinmfen (Buimne auf bie 21n}cvbl bee (Sompleptonen einec etn* 
jefnen (Sombinarion^Hajfc ju einee anbeen ©umme. 

X)a3 95aeiieen. 
40« (Sr!rdeun<^ be« 95aciirend. 93aetation«foem. 
49- X)aef!eQung adee ^aeiationen gegebenee ^i^lben )>on @(emettteit 

unb SSeilimmuncj ibeec lLn^a\)l 
5o. Otebuction bed U^artirend auf bad (Sombinieen unb ^ecmu(icen 

bee 3^i<)^^ bee (Slemente. X)ad Sl^aeiiren $u einec beflimmten 

^unime. 

3n)eite^ ^af> ite(. 

(^cfldeung einigee aeitbnietifcbscombinatocifc^er 

3 e i cb e n. 
5i. ^f i alien fol^enben combinatoeifcben Opeeationen finb bie @om« 
"plepionen ^robucfe bee (Bhmeatt unb bie Snbe.qriffe bee (5om« 
plepionen @ummen beefetben. ($e!(deun() bec3^i4en (E, (Sm, 3^. 

52. 9lebuction bee^ariationen ibentifcbee ^lementeneeiben auf @om« 

binationen mit !S}tebeebolun<)en* @rn&eun<) be$ 3^^^^^^ pQ^n>. 

53. Slefationen §n)ifcben ben \>o[Ijldnbi()en unb unt)o(Ifldnbigen ($om« 
binatibn«5Iaffen, ^Sebeutung bee ^t'\<i)tn (So unb (EtVo* 

H» @eFldeunA eined combinatoeifcben 2(9i]ee3ate$. !^(lgeineined ®neb 
unb \>ecdnj«'(icbe (Seogen. ^efonbece 2Cct bee biee }u betcact^ten* 
ben combinatoeifc^eu 2{dgee.qate unb ibee ^ejeicbnung. 

55. (Siiiige (3d|e itbec biefe cbmbinatocifcben ^ogregdte. 



XI 



56, Tlhqef&viU IBejel^nung ber comMnatorifcfeen^Cggregate mit einec 

^tvanbevlid)tn (Sedge « ftatt tpelc^ec ^ii^ natiirlt^en 3a^Ien ju 

fe^en finb. 
67. 9lct>ucfloncn , »eI4e fi* auf bicfe JBeseic^nung grunten. 
58, I^iefelbe ©ejeic^inung Cann oft and) auf com&inatorifcic ^Cggre* 

^aU mit me^reren ))erdnber(tdS)en ®cofien au^Qtbt^nt merben. 

Srandfotmationen folc^er ^iggregate tuvd^ aSemcc^dfung bee 

@ummen$ei(^en* 
% SBie 3nbegnffe x«on (Sombtnationen mit iBieber^oIungcu buccg 

combinatocift^e Aggregate bacgefleUt merben. 

£)ritte^ £apite(. 

3trit()metie ber ^oli>iiome. 

60, Die (Sombtnattond[e()ce t>erbilft 5U inbepenbent^nQIuflofungen bee 

•^auptprobUme ber Tlcitj^metlC pol^uomif^ec (Brogen. 

61, Sefc^affeni^eit bee ^iet 5U bettadi^tenben ^PtflpriPme. 

^SJluIti plication ber ^olpnome. 

62, 1I)luIttp(ication fold^er ^ofpnome ,. bie ntc(;t nac^ ben ^oten^en 
einer .panptgroge georbnet finb. 

65» SD'lulfiplicationSformel fiir g^otbnete ^olpnome. 

64. Soemel fiir ba^ ^^robuct jmeicr georbneter 5)ofpnome indbefonbere. 

65, (&ntwidelm\Q bet ^robucte (a-f-x) (b-hx) (c + x) (d+x) . , . 
unb (i+ax) (i+bn) (i+cx) (i+dx) ... 

6^f ^nmmituug aUer ^omblnationSflaffen gegebener nid)t mtbet* 
l^olbarei' ^(emente, unb 2(nn)enbung berfelben auf bie ^eflim< 
mung ber 2Cn5a';( atler X)ipiforcn einer ganjen ^a^l , beren eln« 
fac^e 'S<'^ctoven be!annt ftnb. 

67. ©ntroicfelnng bee Cluotienten 1 - 

U— ax) (1— bx; (1— ex; . . ^ 

^oteniirung bet ^ofpnome fitt gan^e pofiti\>e 

©jrponenfen. 

68, fpotenjirung cined ^olp^ome, beifen ©lieber nlc^t nac^ ben 
^otenjen einer ^au^tgroge fortfcjreitcn. (^olpnomialformei). 

69* 2lnbcre ©ejlaften biefet 5)oIpnomiaIformel. 

70, ^otenjirwng bet ^olpnome, TOeId;e nat^ btw ^otenjen einer 

*^aupfgroge georbuet ftnb. 
71 ♦ !Mnbere ©efklt ber ^Poteniirungfiformel fiir georbneteb^^j^pwome* 
7«, 95emerFunyen iibeu Un Umfang ber baiin <iorfomiu««ben i^nx* 

binatorifctien 2Cggregate. 



Tin 

iZ, 3urammen5ie6ttng ber fut Sfibe^dQe QtUm^tti /gotmeln In eHie. 

x4« (Sin arit^metir^er fie^rfag* 

Son ben ^erioDen.Dec bittc^ ^^ A^meinfc^aftlic^e^d 

^ibieitungdgefeg uerPnupften ^P ecm utatione n un^ 

d(etc(^etr (Element e. 

i5. SBenn man and einec ^omplepon unglei4)er (^(emente bue<& 
SSerdnbecung ber Ccbnung, in n^elc^er biefe QUmtntc aufeinati/ 
berfolgen , eine jioeite (SompUpon , femoc au$, biefec nad) bem« 
felben (Sefeffe eine britfe / unb b'araud wieber eine t>ierte abU'v- 
Ut u. f. n>. / fo fommt man, fobaio M verf(^tebene (Somples 
rtonen $u seigen auf^oren, fogleicl) auf bie QEompIepipn ^urucf, 
\>o.u n>eldi;er man au^ging. 
.16* ^an erbdUauf biefe 2Crt eine^eriobe )>on ^ermutafionen. (^pm* 
^olifc^e BacfleQung bed bee ^eciobe jum (dcunbe (ie^enben^Pec* 
miitattond()efe$e0. 

17* ^ie @ompIenonen einer $eriobe 5i(beit etnen (Sr)fl\xK 

id. X)ie Zn^a^i Der CSomplepionen einei; ^eciobe ijl fletd etn ^ACt&r 
bee 21ii$at)( aller $$erfrtungen ,' mel^e bie G^lemente ijebec eiu' 
j^elnen (SompUpion juUffen. 

i9« (Sii\tf)tilunc^ bee j^uc SSil^ung einer |)ertobe mogli.c^en $ermt|ta^ 
tiondgere^e in etnfac^e unb in pfammengefe^te. 

20. 2Bte ein einfac^ed ))ermutationd()ere6 entmocfen wicb. 

21. Zn^a^l ber 21rten, auf n)elct^e and einec (jec^ebenen ^omple^i.oit 
tiine anbere uac^ einem etnfa^en ^ermutatton^gefete erjteut^ 
merben fann. 

i2, Wu man erfennt / ob eine ^omptepion mit einer anbern biuret 
tin etiifad;ed ^ermutationd.qefe^ verCnupft i)l, ober ni^t. 

z5^ lin^ai)l bee ^ompUptonen etnee^eriobe fiie ein einfac^ed $ermu< 
tation^gefe^. 

24. 2Cn5at;l bee @omple]?ionen in einee bucc^ e^in sufam^teu^^e^tei^^ 
^eemutation^derct erjeugten ^eriobe. 

25. ^enn man and einer ^eciobe c^U\d)m\t von einanbee af^fle^en* 
be @ompFeptonen beraue j)ebt/ inbem man bie erjle uttb le^te ^0 nv 
plenon aid aneinanbergi'en5enb betea^^tet, (0 er^dU man eine 
neue Periobe. ^ 

«6. 2Bie bie 7iniaf)l bee @omp(epionen biefer neuen -peeiobe and 
Kenee bee ^mp(e]:ionen in bee uefprundllcben $eriobe beeecbnel 
wirb, 

27. %er4affeu{iett bed ^eenmtattoiiddefeOed bee neuen ^erlobe^ 



4B< Wtnn aui eftter CSIomDle^tpn tint $|oette tiac^ einem einfad/Ci\ 
$ermutattondgere|e ab^tUit^t iDocben [ft, fo Id§t fic^ aud (^iefec 
tint bvittt nad) eittcm uber bit ndmdcf^cn (BteQctt , mie fru()er , 
ftc() erf!ce(fen^(n e^nfadSxit ^tvmvitatxoniQtUit tv^tvi(\tn , melc^e^ 
UQit Dec erilcn (Somplepon nuc ' \tt bee ^efe^uni) b^Uv ifelif 
bic^tv Dief^r BUUen a6metc^t. 

D a $ (S m ^ t n i c e tu. 

^9* ^tfinittan Ht etgentlic^ fo genannten CEombinirend. Gombinai 
tiondform, (SpmbtnattoiidPrafTc , ^(ajfeaepponent ; befonbere 9la4 
men bee @om5ttiatipti«e(affeiu X)ad (Sombiiiiren mtt ^leDcr^o* 
(ttiifien. 

So. SOerfabcen iurX)a^|}eaun^ r&mraflic^ec (Sinibtnationett ge^cbenec 
@Iemente ju einec bejYimmfen %/:i[fe. 

^x. 2ln|at^[ Dec ^omMnationdformen etner c^eaebeaen ilDlenc^e \)Pn 
@(ementen $u einec gec^ebencn Piaffe : ®r{lend , menn Cein C^Ie«^ 
tnent mitbtvbolt toivb; ^toeltend/ m.enn jebeft Element unbe« 
(<ttdn€t n)leber(^o(bac ifl. 

32. 3n>el @ombtnattondF(a{fen, beren3«tc)^v iufammen genonimenbie 
TLn^at^l bee gemeinfdEiaftUdben ^(emente au&mad^tn, ent^^atten 
dleicbt>tel (Somple^onen. . 

^. 2(n$at^l bee (Spmbinationeu « ia melc^en ein beiltmmlie$ Element 
\)orEommt. 

54, %n.^a^l b^c Sombinationen, in n^elc^en eUi betVunniteS (Slcmeat 
ni^t erf^eint. 

55. 21udbcuc( fuc bie 2lniabl bee ^ooibinationm einec bejtimmteit 
@(ementenmenge burc(^ 6DmbtnattPnd5a^(eit , xot\d)t ftcb auf eint 
urn 1 Heinere. ^Unientenmen^e bejie^^en* 

36. ^eflimmung ber 2Cn$a^( bee 2trten, auf mefc^e M cine f^egebene 
SOIlencte \>on ($(emeuten in mebcere ^axt^itn f-o )»ert^Ueu lagt^ 
baS iebe ^artbie fine feflgefette 2Uiiabl biefec (Slemente erbalt 

37. ^nbere 21uf[6fund biefec ^lufgabe mit ^^ulfe bed $ertnuUren6. 

38. ^njo^I bee XvUxif auf n><(4)e flc^ bi^ ©lem^nte mebrecec 9tcibe» 
Vng(ei4)ec ^(ementi^ in me^cere ^art^ten , bevtn jebe eine be« 
flimmte ^JOflenge t)OA(Sleinent<n aujft iebec ein^einen ^ei^e befoin^ 
men foil , veKt^^etlen lafTen. 

59. @tne allgemcine f^elation jmifcben btn nunierif(t)en 2(udbru(fen>«^ 
ai^f welcbe bie ))ortgen 2(ufgaben fubten. ^ 

T>aC CSombiniren ^u be{limmt<it (Sumnven^ 
4p. <$cf(druQ9^ b<d (Sqmbinicend 5u b^flitfunten (^ummcm^ 



4i. Sl^erfa^ren $ttr I^arf!etluttg allec mogltc^ett (SomStnation^formett 

(mlt SBiebec^oluitgeit) ju einer 6ejlimmten@umma oj^ne ^tiidftc^^t 

auf ben Unferfcj^ieb bee ^laffen. 
^2. Der 3ii6c(inff ber mof^Ii^corbneteu ®om5lnationeti §u einer !be» 

ftimmten <Summc ift cine 3nw»o(ution Mefec Combinations |n 

aden niebngern* <Bummen. 
43. ^tufenweife HbUitun^ bee Combinationen ^o^eret ©ummen auf 

niebrtgern. 
44* X>arfletlun() einec etnsetnen (Sombtnaftond!(<rffe ^u einee Qtqthu 

wen Sunime« 

45. X)ie ^ombtnationen ju einer befltmmfen vgumme obne iEBteber» 

t?oIunc\en ffnb in ben e'ntrprect^enbenCombinationen nttt^ieber* 
(^olungen ent^alUn* "^ 

46. DZecurrirenbe ^eiliinmintd ber TInjabt ber (Sombinationen mit 

SBieber^otungen ^u einer aecjebcnen'^tfajfe unb (Summe. 
4?. Dlcbucfion ber ^nja!:! oflet mogfic^jen (5ombinafionen ju einer 

bejlimmfen (Bumine auf bie 21njivf;l ber (Somplepionen einer eint 

ie(nen CombinariondPraffe ju einer anbern (Summe. 

X)a^ 95ariiren. 
48. ^r!farun() bed Ql^aritrend. SDariationdform. 
49- X)arf!eQung aQer ^ariationen .qegebener ^t;if;en )>on @(enienteit 

unb ^ejlimmunc) i^rer lLn^ai)U 
5o. Stebuctiort beS UJariiren* auf ba^ (Sombiniren unb ^ermufiren 

ber ^tic^eii ber (^(emente. X)ad SSariixen $u einer befltmmten 

^unime. 

^weite^ ^ap iteU 

(^rFIdrung einiger aritbnietifc()«combinatortfc^er 

3 e i cf; e n. . 

5i. ^ei alien folgenben conibinatorifc^en Operationen ffnb bie (Som« 

"plepionen ^>robucte ber (^Umcixtc unb bie 3nbe.qriffe ber (5om« 

ptepionen ©ummen berfelben. (Srftaruncj ber3«idS>en @, (Sm, ©. 

52. 9lebuction beriBariationen ibentifd^er (^lementettreiben auf @om« 
binationen mit ^teber^o(un()en* @rP(&run<) be$ ^itd)tn^ p@n>. 

53. Slefationen jmifc^en \>t\i \>o[IjlSnbt.^en unb unt)o(Iflanbioeii ($om« 
binatibndSfaffen. ^ebeufung ber Qt'\d)tn (So unb (Sn)o* 

54. @rFldrun<) eined combinatorifcben 2l9v]reaated. 21tlgemeined ®neb 
unb \>erdnj#-tic(^e ©rogen. ^efonbere 2Cct ber bt^r }u betract^ten* 
t>en combinatorifc^eu ^Iggrecjate unb ibre 55ejei4nung. 

55. (Sinige (Sd|e ttber biefe cbmbinatorifcf^en ^(^gregate. 



XI 



66, TlhqtUviU ^ticl^viunQ Uv combinatorifc&en ^(ddregaf e mit eincc 
t^erdnbeiHc^en (9roSe« ftatt tpelc^ec Mi. natiirlicten 3abUn ju 
fe^en finb. 

67. 9^ct>uctlonen , i»el4e ft* auf biefc ^Beseic^nung flrunben. 

58, XMefeKe ^Besetctinung l^ann oft and) duf com&inatonfdi^e ^Cggre' 
Qate mit me^^reren ^eranberlt^en ®rdfien au&gebe(^nt mfcbcit. 
Srandformattoneit folc^er ^^ggregate burdS^ SSeriDtc^dUmg bet 

59, SBie 3n5egrtffe \>on (Sombtnationen mit fStebec^oIungeu buccg 
coni&inatoctft^e 908^(0^^1 bacgefledt mirben. 

£)rttte^ £apite(. 

2Crtt()metiC i)er ^olpnome. 

60, Tiic ^ombination9lei)te ^et{)\lU ju inbepenbent^nQIuflofungen bee 

•^auptpcobleme ber 21rit()met{( po(pnomifcl)ec (Broken. 

61, Sefc^affeni^eit bee ^ier 5U betcadl^tenben ^pulonpme. 

*3JluItipHcatlon ber^olpnome. 

62, iDluIttpItcation fold^er ^olpnome ,. bie ntc(;t nac^ ben ^otenjett 
etiier ipaupt.qtoge (^eorbnet flnb. 

6.% 9)'luIfiplicationSformel fur (jeotbnete ^olpnome. 

64. SormelfurbaS^robuct jmeicrQeorbneier^JofpuonieinSbefonbere. 

65, (Snfroid^elunc; bet ^cobucte (a-f-x) (b-hx) (c + x) (d+x) . . . 
unb (i+axj (i+bn) (i+cx) (i+dx) . . . 

6^9 (Bummitung aUer ^omblnattoneflaifen gei^ebenec ntc{)t wtebet^ 
i^olbarei* ^lemente, unb ^nmenbung berfelben auf bie ^eflim* 
inung ber 2Cnsa:;I aller Div^iforcn einer ganjen 3<»&l^ ^^r^» <i»' 
fa^e 3^ct<><^^n betawnt ftnb. 

67. ©ntiricfeliing bee Cluotienten J 

U—ai^) (1— bx) {1— ex; , . ^ 

^otenjirung bet ^ofpnome fut ganje ppfiti\>e 

(Spponenten. 

68, ^ofenjirung eined ^olp^ome , beffen (^(iebet nic^t nad) ben 
^otenjen einer ^auptgroge fottfc^ceitcn. (^olpnomialformei). 

69* 2lubcre ©eflaffen biefet 5)oIpnomiolfotmef. 

70, ^otenjirung bet ^olpnome, weW;e nac^ bt\% ^Ptensen einer 
*^aupfgr56e georbuet ftnb. 

71, 2lnbere ©eflalt ber ^pteniirungfifprmel fdr georbneteb^''Jpn''W^ 
7«, 95emer!un<jen i\bt9 hen Umfang ber batin ^prfommenben wn* 

^lnatprif<>en ^fggregafe. 



xn 

73. Die in 71 gegebene^ornt bed poI^nomifAett Se^rfa^fed fitrgeort^^ 

ttete ^oipnomt IdSt ftd^ aud^ aitf Me ^oteiti^icunddformel fiic 

nid^t ^eocbnete ^olpnome uhntv&Qtn* 
$oten$lrung bet ^olpnome fitr ie^ tn ^pponentenu 
74^ Unterfucf^Kng , fur wel^e ber fru^^er ^e^ebtntn ^uti^njirung^foc' 

niein etite Hn^bt^nnnQ aitf anbece^ aid i^anje pojitUe (Spponen* 

ten mo«)Uc(« fepn burffe. 

75. 76, ©igenfcftaffen bee ©roge (j) fiir jeben 2Bei?t& ^on h. 

77^ SDlufttpfication ber ^olpnemtalformeln fftr jeben 9Kert& bed Cfp* 

ponenten, aid iSorberettund $um ^en>etre bev 2ingemetn(^eU bed- 

pclpnomifct^en $^e(^r(a^e$. 
78^ Der poipttomifdje <^a6 ^xlt fttr commenfurable gebrpc^ene unb 

nesatl»e ©pponenten. ' 

79. ^c gilt aii4 fiir tncontmenfittable ^pponenten. 

80. 8i* @i()enr<bAften Der ^oIpnomta(«($i«erficienten. 
82. (Recucrirenbe ^orm bed polpnomif(^en 8e()rfa$ed. 

85. 2(IIdemeinere ^efationen $n)if4en ben ^olpnomiat 5 ^efficientett*. 

84. Die Umee^run.q bee i^tei^eii. ' 

85. 35eifpiele fiber ben ©ebrauc^' ber' UmPe^rungCfwmef. 
S^efonbere^dile bed po(pnomif4en 8e^rfa6^d^ 

») 2)er (inomt f(^ e £el^rfa 1^. 

86. ?ib(eitung bc9 binomifcben Se^rfa^ed aud hem pofpnomifc^en. 
87.. 35erfa^ren , ben binomifd^en fiel^rfaj^ unmittelbar auf bem fux*: 

j^flen ©egc barjuflefltn. 
89^ 9te()e( fitr bie ^otensiritng eitted $inpmd. ^eifpiefei 
89'* %inoif?ta(' (Soefficienten unb tbre Socmen fiie ^HtW^tnt ^tu 

t^e ber ^ponenten. 
$o. Ttct^cht eine SoJ^eUe i^bec bie ^^lnotnial«(Soefi4cienten iu ent;i> 

Tperfen. 
91. ^ummtrung ber erflett unb bev ^meititn ^oteniett bet ^inomt«(< 

(SoefFicienten. 
fs. 95. (Summirunf) bet mit wec^fefnben S^ic^^n 9^nQmm«nen ^^ino« 

'nikt(«@oefficienten. 
94* @ine aOgemeine ^efation jwifciett ben^olpn&miol>(^efficienten. 
95. Der blncmiifi^e Sebrfa^ Bann {uv n^b^ungdweifen ^udjie^ung 

bet SBurjein gebrau^t n>erben« 
96; Qhrfidrung bee* ^onttergenji unb bet T>htvQtnf^ einet l)teibe. 
97* 3ebe com^erc^irenbe iR(if)e'ifl eine^ fadenbe, abit nt4)( iebe falUiM 

be 9(eibe ifl eine con\>ergitenbe. 



XIU 

98. @ont9(r()(n$ (met <)eomefrir4(n ^rodtefTion. 

'99. @in ^ittd iur SBcurt^eilung bet Sont^ergenj einet ^tl^t, 

aoo. @ine coni^erfllrenbe ^t'xht fitr V^ N. 

b) jbivifion ber ^olpnomt. 
ioi. (^utroirfelung be« jXuottenteri/ wcld^er au9 b«r I)it>lf!oii. ber 

Qxn^tH buret) etn nat() einer -^auptgroge geccbneted ^p(pnom 

(iitfprinc^t. 
102. Ciuodent jweier rtoc^ efnerle! ^auptgr6§e m\t einerlet Diffcreni 

i^jrer C^ponenten fortf^rtitenbet ^olDnomei 
io3. S^efonberer ^aU, in n>(I(t)(m bt(r<i^ Ctupttent auf fine einfacterc 

gorm flebrad^t wnben faun. 

104. 9lecurrtrenbed SBcrfaf^ren $ut !Beiltmmung biefed duotienfen. 

105. 93e|!inimung jtoeier ^olpnome , burcb beren X^biflon ein gege« 
bened nac^ eincr *&aupt()rd8e geotbneted ^olpnom (r^eugt tptrbi 

^terte^ jtapttel. 

^htwtcFelunfi berSpponentialgtogenb 
io6. 9tdb(re 2(ngabe bed ®egenftanbed biefed ^aptteld. 
X07. Umflalfling bet ^pponentta(gco§e B* in eine nad) ben ^ofen^en 

)>on z fortfc^reitenbe ^t\f)e. 
208 Srandform(^nen bet in biefertiei^e )>or!ommenben @befficUn« 

ten bet «^aupt()rd§e. 

109. ^ummirund einer ge.qebenen C^ombinationSfldife ber nattirlic^en 
3ablen o^nt SBieber^oIungeit. 

110. ^ummirung einer gegebenen ^ombinationdlfaffe ber natucH^en 
Qa^Un ititt ^{^ieber^oiungen. 

111; ^erec^nung bed erften ®(iebe9 einer beliebigen X^ifferen^reif^e, 

ipenn bie <^auptreibe gegeben ifl. 
112. 2(nbere S^i^mel fur bie (Summe einer ^ombinationsnaffe bet 

nattirli4)en ^a^Un mit tOSiebet^otungeit. 
ii3. Gntroicfelung ber ^rponenfial* (Sr6§t* B* ipenii k tin nad) tin 

^oten^en einer «&auptgr6§e x georbnefeC $oIpnoh)>orflent. 
114. ^efonberer gaU, in melc^em bi^ Cioeffidefiten btefer @nti9ie(e« 

(un^ aud einer einfactien dtecurfionMo^mH (^nvorgcf^em 

4i5; t^etract^tung ber ©roge e=:(S±; 

116. t>a9 naturlici^e unb bte Ciinillicben Sogaritt^tnenfpft^mt 

117. IRei^en .^ur S3ere4)nung ,ber naturlic^en &ogoritf;men gegibenet 
d^iUn^ 



118, CogarifC^muS einf^ wad} ein^t^ftupfarcge aeorbncfen^ofpnoms. 

119, (Sntwidtlunci ber (Spponential* ©rogeii oj^ne ^Oiiife i)ei' polpiio* 
mif*en8e!^rfa6e6. 2(breifun«j ber@runl>reii)e fiir bie nafurlicCen 
CociarieDmen auS bur 9vei(jc fiir bie ^ppoiuntiap ©rogen. UtUt* 
gang auf ben Mnomifc^jen unb polpnomifd^en Se^rfaJ* 

120, Umfe^rung ber ^iU)e yn»2=(S - . • 

ZbUitVitiq clntfletSJlcl&en fitrgonicmefrifieC^rcgen. 
^ 121. ^liiSbritcf fiir bie tmagindre ©roge e^y/—\, »obeie bie®runb* 
Sa^I bed natiirn(()en Cogartt^meiifpilemd unb x eine reede ®t6* 
fie anjetge. . ^ 

122. Slelationen jtuifd^en ben^Beflanbt^eilen btefed 2(u§br\itfe«. 
123* 124. ©oniometrlfc^^e SSebeufung biefer SBeflatibf^eile. ©utwidPe* 
lung bes3inu6 unb beS SofinuSnac^ ben ?)otenjen bee ^ogenS, 
125. ^iitn^td^elung ber ^angente unb ©otangente nac^ ben $oten$ett 
bee 5uge()6rigen a5op(en6: 
' 126. ^udbriicfe eined ^ogend burcft feine ^angente. 

127. ©ntmidelung etneS SSogenS nacfe ben ^ofenjen feined <Sinud. 

128. XMe gonlometrif^eOSinomi^jIformel. JBorftcJt 6ei bem (Bebraucje 
berfelben. 

129. 2(u§briidfe fiir ben (ginuS unb fiir ben (SoftnuS elne« vlelfa^eit 
5Bogend burc^ ben (Sinu§ unb ^oftnuS be§ einfad[)ert. 

i3o — 134. ^e\i)cn fiir ben (2inu§ unb ©oftuuS eineft t)!elfa4en 
!8ogend, gtorbnet nac^ ben ^ctenjen bed (Softnud bed etnfac^en 
?)5ogend. 
i35. S)ie ©ubftlfufion \)on 9tel§en in 9leif;en !ann auf untjolljlfin* 

Mge ^efulfate fit^ren. 
i36. 137- 2tudbrii(f e fiir sin n x unb fur cos n x burc^ sfn x. 
i38. Umflalfung ber nad) fletgenben ^ofen.^en gei>rbneten @ntn>icFe« 
lungen toon sin nx unb cos nx in folc^^e, bte nacg faUenben 
^otenjen fortfcftreiten, unb umgefe^rf. 
"^ 139. 31udbru(f fur bie ^otenjen bed (Softnud eined SBogend burc^ 
@oftnu|fe ber 93telfac6en btefed ^ogend. 
t4o. 2Cudbrit^e fiir bte ^ofenjen l>e& (Sinud fined SSogend burcfl 
©inuffe obec Sofinulfe ber ^ie\f<id)tn biefed IBogend. 

^etfy^tei ^apiteL 
S^on ben ^acultdten. 
i4i* ^Hdrung <inet ^acultat. 16eieic^nuug berfelben* 



XY 

142. l^^e^uction einer Sacultcit ouf eine anbere m\t f>tl\thxQtv (3vm\\>> 
. ja^r obes mit beUebx^et X^ifferenj. 

143. Sweifad^e UnfL^t eincr unb brrfclben SacuUof. ^evfaVinnQ ciner 
^acuIf<St in ein ^robuct anbcrec ^acultdfeit. 

144. S3ebeutun<) ber S^cuUdten mit negativen unb mit ge^rocf^enen 
©ponenten. 

145. 9lebuctton tet gacuTtdfen mit ganjen poflttven Qx^oncnUn auf 
binomial ff (Soeffictenten. ' 

X>er ^tuomifc^e unb po(pnomif((e l^e^rfa^ fiit 

^acultdten. 

146. IBinomialformelfuc^acuItdten mit ganien poftti^^en (ipponenfen. 
i47. ^inomia(fprme( fitc S^cultdfen mit gan^en negatt^en @]i;ponenten. 

148. ^olpnomialformel fur ^acultdten* 
(SntYPicfelung bet ^acultdten na^ ^otenjen ber 

@cunb5a|)Iunb b(rX)iffer€n$. 

149. (^ntmtcfelung ber ^acultdten mtt gansen pofttiuen ^ponenten. 
iSo. Uthev bit ^eredjnung ber biefer @ntn>icfelung jum (^rynbe He* 

S^tnbtn, ^om ^pponenten ber ^acultdt abt^dngenben (Sceffidenten* 
i5i, ©ntwicfelung ber S^cultdten mit gan$en negatiuen ^ppouenten. 
i52. ^erec(inung ber babei ^orBommenben ^oefTicienten. 
153. i54. Sufammenrredung beiber^ntn)icfelungen untereine gemein* 
fc^afflic^e ^orm , unb 21b(eitung^ ber ^m\^ca ben @oefftcienten 
berfelben bcfle^enben Stecurftonen. 
6ntmi(!elung ber $oten$en na^ S^^ultdten mit 
einer beliebigen 2)ifferenj. 
155. X>it SSe^anblung biefer ©ntroitfelung \f ber UmFe^rung ber 

9{ft&en analog. 
i56. dtebuction ber ^ier toorfommenben Q^oeffidenten auf bie lei beit 

fruberen ($ntn>icfe(ungen er^altenen. 
157. (Bummirunp, gleic^namiger ^ofenjen ber®(ieber einer arit^me* 
tifd^en ^rogreffion burc^ ^*acultdten. 21nn>enbung auf bie^um< 
tnirung gIeic|)namiger$oten5en ber nattirUcljen Qa^Uii mit gan« 
sen pofiti^^en ^irponenten. 

®ieb ente^ ^apttel. 
^tgenfc^aftenberalgebraifd^en^^uSbrucfein ^e$ug 
«ttf bie gegenfeitige S5ertauf4«ng barin v>orFom» 

menberunbe{}immter®ro6en. 
258. (Sittt^eilung ber algebraifcfien ^udbrude in fprnmetdfc^e' unb in 
unfpmmetrifc^e. 



1&9; T^'ie r^nimetrircf^enlCiidbrucPe ftnb ehtmeber einfacbe ober gufami 

mengcfe^fc. 
i6o« ?Sirt)tJnp eincS einfacften fpmmcttiWen 2lu«bruc!f«/ beffen @(ie* 

ber ^robucfc heVieb'ic^tv ^bien\tn bit ©runbgrogcn j!nb. 
i6ii 21n§i&r ber Olieber eined folc^en f^mmetrifc^ien 2ludbrurfe0; 
162. X)ie 2(nja()I ber \)erfd)iebenen gormen , roeld^e eln unfnmmefrU 

Wer auf n ©rogen f!cf) be.^icl)enler 2tuSbrurf bet oUen ^>enrtu* 

tafionen btefer (^rogen anjune^men uermo^ , ifl ni^t grogcr^ 

alS bie ^ermxtfaflonSjd^I n! 
i63. eie id fietd eiii ^!)eirfer \)ow h ! ' 

164. ®le !ann nie fletner fepn , alS ble flrogte n nld^t u&erfteigeitbi 

Vrlmjabl o^ne = 2 ju roerben. 
iQ^. Cber oQc^emeiuer: (BitUnn nie Ffeiner fepn , did bafi^robuct 

iin<iletdi)er , t)on ber @iit^eit \)erfc{iiebener 9)rim5a{)len , berett 

^umme n nicjt uBcrjleinf , o^ne = 2 ju merbcn. 

3«fammeiii^onfl et n er befon^ern 5lIoffe fpmmefri* 
fcfeer ^oli>nome mit beh iSombinatioiten t^irer 

©runbf^rdgen. 

166. SSe^eicDnunf:; ber f)\tv ju betrocfefenben fpmnietrifcfeen 2(ufibrfitfe; 

167. Diecurrlrenbe Dtebuctlon ber (Bumme flTeic^namiqer ^oten^tn 
me^rerer ©rogen fur einen c^an^en pofiti^^en Spponeitten auf 
bie (Sombmofioiieii bicfer (6rcftcii. 

168. 2luflofung berfelben 2(ufgabe fur einen gdiiien neqat'mn (Spipoi 
nenfen. ' 

169. Snbepenbente ^ebanbhiiif:; -beiber galle. 

170. 9lecurrtrenbe unb inbepenbenfe Dtebuction einer (SombinotiOn0« 
Waffe beliebiqer ^ro^fjen ^^^^ SBieberJ^olultgen auf ^otenjen* 
fummen berfelben. 

171. Dlecurrirenbe Oftebucfion ehie§ einfacben fpnimefrlfd6en2(uSbruidfe6/ 

beifen ©iieber^robucfe ioerfd}iebener^ofen$en ber ^runb(^r6geii 
mit9an3eii@pponentcn(inb, auf ^ofensenfummen bieferOrogen. 

172. 173. 2CufI6funfl biefer 2Cufnabe, rnemi ber fpmmetrlfcbe 2(u0* 
bru(f mebrere ^oUn^tn ber (Srunbcjrigeri mlt fleici^en (^po* 
nenfen enfb^I^* 

174. 175. 3nbepenbenfe ^tufldfung ber tjorigen ^ufeabem 

176. Slebucfton einer beftlmmfen ^ombinatlonSPfaffe ber Ctuabrate 
i^eaebener ^rogi^n bbne ^leberbotungen auf bie Combination^ 
ffaffen ber einfacben (Srogen. 
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^orbegriffe au^ ber (SomhinationdU^xe. 



1. 



vlaed; wa^ im dtebeneinanberfepn obey im 2(iifeinanber« 
fo(i$en.a(^ iurammende^6ri.() betra4^tet loirb/ bilbet cine ©rup^ 
pe ober Somplejrion. 3eber einjedte 33eflanbtt^ei( einer 
@ruppe tt>irb cin Element berfelben genannt. liui gegebenen 
iSfementen ©ruppeti iufammenfeQen/ ^nii combiniren im 
weitejten @tnne be^ 3SBorte^« 

^^ bilben {• 93. tii^ ff!inf 9}umment / wefd^e im gett>6^n> 
Ii(|^en SottofpieU bei jeber Bi^N^d ^u^ c)o SRummern ^erair^ge- 
(obejt werben^ eine ®ruppe; jebe biefer Stummern i(t ein Sle- 
meitt ber ©ruppe; man combinirt/ menn man bie t^erfcf^iebe- 
nen 2lrten bdr(ieat/ auf melc^e jebe^maf finf anbere SKum^ 
ttiern Q^i^Qen werben {Snnen. 

S)te Sombination^te^re befd^d'fti^et ftd^ mit ber 
2)atfleaund atter Somplejrionen/ n)e((^e au^ gegebenen Slemen- 
tetif untev oor^ef^^riebenen SSebingunflen/ gebilbet n)erben~ 
E^nnen* 

3, 

2)ie ju combinirenben (S(emente {jfnnen wa^ tmmer fix 
gteic^artige ober unglet4^arttge ®ejf nfldnbe fepn / aU : ^erfo« 
nen^ Sarben^ S^ud^flaben/ ®p(beii/ SB6rter/ 3al^(en u. b.j^f. 



Zit Comtination^fel^re, filr fid^ betradjtet, atfltal^irt t>on je* 
Icr unter fcenfel6en oneiifott^ mi^li^en orit^metift^en SJerbiiu 
bimg/ fonbern fie^t Mog auf bie Hrt i(^re6 S^ebeneinonberfepn* 
cbcr 'Jlufemonberforflen^. 23e9 ben2(nn)enbungen berCombino- 
tionMe^re ouf g>robleme be^ dalculi l^inaegen , finb bie gfe- 
mcnte (let^ aritl^metif4) iu t)erbinbenbe Sa^Ien/ fo wie benn 
«u(^ bie Sompl^ionen untereinonber aritl^metifd^e 93erfniipfun» 
Qen einge^en. , 

Qi i(l ba^er lie eombination^lel^te eine felbjlftonbiae 
©runbiviiTenfd^oft , bie jebod^ mit ber 2iritl^metif in enger 93er« 
biiibung pe^t, n>eif olle oritl^metif^en Operationen jufe|t auf 
Gombinationen ber S^b^^" <^^^ SReprdfentonten ber ©rSfj^n be. 
tu1)zr\f tinb man. bie @«fe^e biefer Operationen nur au^ ben 
AH^>emeinen ©efeljen be^ : gereflelten ©rwppiren^ fleflebener Sf^ 
mente ft^Spfen fann. 

Urn bie Opevationbn ber CombittationtJIel^re fd^riftKdf) bar^ 
fleflen ju fonnen, i(l e^ notbig fur btegegebenen S(emente be* 
fonbere B^\(^^n ju w&l^Utiy bo^ Suf«»^»w^n(^«nen ber glemente 
HU etner Scmpterion mxh bann ftftglicl) burc^ ein 97ebeneinan« 
ber^rcibcn ber il^nen entfpre^enfeen S«$^n ftttgebeutet. 2fm 
»ortl[)ei(^afte|ten ijl e^,'bie Sfemente burd> S^b^^w Dcrjuftetlen. 
3u biefem 3mecPe benft man fid^ fommtlic^e glemente in etner 
beficbigcn Orbnimi^ aneinanber gereil^t unb 6eiei4^net ffe/ fo 
wie fie ba onfeinanber fofgen/ mit ben ^pmbofen ber natilrri* 
^en B<^¥^n 1/ S/ 3, 4 • • u. f. m. ; biefe 3af)\fn bei^en bie 
Sei^et (indices) ber Sfemente. Sin 2(u6brucE wie 275 bebeu^ 
tet i^iev bie au^ bem jiveiten / bem ftebenten unb au$ tern filnf' 
un ber gegebenen (^(emente gebitbete Complejrion/ n)oburc^ }u« 
gleic^ bie Orbr.ung onj^ejeigt wiib / in n»e(d;er biefe Sfemente 
aneinanber ^u f&Qen Pnb, Urn einen bie S^^^ 9 ]iberf4^reiten' 
ben S«fifler, wie 25/ von ber Sompfejrion ber 3«ifl^^ 2 unb 5' 
iu unterft^eibrn, fann man ibn burc^ einen biirubergejefeteii 



te «/ 5 iinb 25, btir(f> 2525 t>or(l«(len. 

' 2)ie a3ei|ei(^nutt3 ber Sfemente bur(j> 3al^ren err<id[)tert bit 
wixtU^e Tiu^fu^vutiQ combinatorif<|^er Dperationen fo.fe^r/ 
ba^ manfdbHin bcm gafle, wennbte jii combinirenben eiemen- 
te «U(^ftaben, olfo teretW gd^riftAeid^en finb, ft^^ ber Setter 
bebient; nur mdl^rt man banii/ tim mit |)r6§ter Seid^tidEettSud^r 
floben unb Setger flegf n einonber ou^taufdjien ju fonnen ^ bei 
ber geflfelung ber Scifler, wenn nid^t onbere 9iMfid)Un eim 
treten, bie Q0.9emetn liblid^ie afpl^abetifdS^e Crbnung ber $6ud^* 
ftabeny fo bag j» 83. ben $Bud(^ftaben 

a, b, C/ d/ e • • • • 

ober OfPffy^ifg*^*. 

bie 3^id^v 1/3/3/4/5.. •« entfprec^en. 

^at man el mtt Sud^ftaben ju t^un, bte b(og burd^ un« 
fen red^tl ange^dngte 3^^^^^ von cinanber unterfdj^teben H>er« 
ben/Wie a^, n^, a,, a^ •««• wefd^e/ tim ben ^au einr^ artt()« 
metifc^en 21u^bru<f el bejfer ju ilbetfe^en/ {ur 93ej^eid|)nung ana(o« 
ger/ in ber SKed^nung oorfommenber/ ©rSgen gebrauci^t merberi/ 
unb ben/ {ugleicf^em 3n>ecfedb(idj^en/ accentuirten f8u4)|la6en 
«', a'', a"', a'"' . • « • in mel^rfad^er ^infid^t oorju^iel^en 
fepn bfirften; fo lagt man biefe3a5)(en fiir bie3ctfler berfBucf)* 
ftaben /{elten. Sieg t)eran(agt in mand^en gaUen au^ bUSluU^ 

All 3<ii9^i^ i^ brauc^em 

5. 
Oefterl ftel^t man etntije Sfemente nlcFltd&tfid^ i^rel 58eU 
trafleni jwr 85irbung einer Somplepion aWtSaiflgteicj^bebeutenb 
an, fo ba§ eine SSertaufdj^wng berfelben untereinanber feine 
Tfenberung in bcrSompIejrion erjeugt/ wie el }• 83. wenn man 
^ui ben 93ud^|taben etnel SBortel anbere SBSrter ^u bilben uv* 
fu^t, bei foI<(>en »u«^|taben ber g«tl ift, bie tnf Um 2Borte 
wieber^ort ijorfommen. 2)iefe in combinatorifc^etSBe* 
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ixe^unq gfei^^en €(emente m&^en natilxUify au^ einevlei 
Seiger erl^alten. 

Sfemente mtt ber arttl^metif($en ©leid^l^eit ber Ba^- 
lett nic^t^ ^emein* 97t(i&t felten ijl man in ber id^t, orttl^me- 
ttfc^ f^Ui^t Sfemente aH combtnatonfd[^ oetfif^ieben j^u ietxa^'^ 
, ten unb mit i^trfcpiebenen ^tx^^xn )u befegen. 

6. 
I)ie 3«9«^ BefHmmen bie SWangorbnting ber gfemente. 
93on jmet Sfementen/ n^eld^e Derfdj^iebene S^ifi^f \<&^XK| \z\%t 
jene^/ bcm ber grif^ere B^tger iuFommt/ ba^ f^Sl^rre/ ba^ an% 
bere aber ba^ niebrigere Stement. 

7- 
Urn combinatortfd^e Cperatt(ynen auf etnfad^e unb ftdE^ere ' 

^orfc^riften grt!inben ju tSnnen/ tfl man genSt^igt/ unter ben 

C[om;>tertonen ebenfa0^ eine SKangorbnun^t einj^ufiil^ren. SBer- 

^.ben nd'mlidj^ jiwei (Somplejrionen^ t^tn ber Sinfen gegen bie 

9tedf;te/ fteQenmeife mtt etnanber oergtid^en/ fo l^ei^t jene bie 

lj)ft^ere^ in n)e(c(>er bie erfle b^r verfc^teben befe|ten (SteHen 

ein l^8^ereil d^Cement entl^((rt. 

®o ifl )» ^i6. bie Somp(e;rton 235i64 I^SI^er al^ 23i654a 
unb bj^fe i(l wieber ^6^er aW 281465; aOe brei finb, aber nie« 
briber oXi 3a 1. 

S!7?an fajot/ Somplejrionen ftnb gut georb net/ menn ^p- 
fiiefo aufetnanber fofaen/ bap nie eine I^.S^ere einer niebrigerrt 
vorange^t* 

2(I(gemeine 9!}{etl^obe eine combinatorifd^e Ope- 
ration au^jufiji^ren. 

a 

SRan benfe fic|^ wa^ immer filr eine combinatorifd^e Ope* 
ration wirRidj^ au^gefd^rt^ unb bie ft(|^ babei ergebenben Soms 
j>rejrionen jjut fleorbnet, (7) fo wirb fid^ immer ^ ben »ebi«* 
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^ungen bee Operation gmd'^/ audflnbig ma^en (affett/ lueldj^e 
tie niebriflfle Sompferion ijl/ unb mie au^ jeber ein^elnen Sotn^ 
ptejrton bie auf (ic unmittelbar fo(getTbe ni^^i^i^tte ent- 
^el^t ^ai man ein aQ^emeine^ 93erfa^ren, a\x6 jeber ein^elnen 
£omp(ejrionbienii[(^|l^&(^ereabiu(eiten/ entbedt/ fo brauc^t man 
e^ nur^ Don ber niebrigflen au^zffenh , flufenmeife auf jebe 
ber neuer^eugten Somplejrionen an^umenben^ urn atte j^ur ge^ 
forberten com6inatt>rifc(;en Operation gej^origen Sdde t)ot(|ldn^ 
big aufiufu^ren« 2)ie Sj>mpIejtrion/ auf melc^ie fic^^ [jene^ ^err 
fa^ren nic^t weiter ann)enben (a§t/ ifl hann bie ^i^^^f unb 
mit i^t ifi bie Operation (jefc^IofTen* 

Q$ rairb aber offenbar eine SompUjtion in eine l^S^ere 
vermanbeU/ luenn man eine \o{^t 2ienberung in b|;r (SteUung 
i^rer Slemente ))ornimmt/ bap bie erfle ber neubefegten 0tellen 
(vorau^gefe^/ ba^ man bie Steden einer Somplejriou/ mie 
e^ l^ier unb im golgenben burc^au^ gef^^e^en fod^ t)on ber 
SinSen^ geijen bie 9lec()te i^d^It) etn l^o^ere^ (Element ei-^dUf 
aB Dormer in i^r flanb'/ wtl^i6 ^ifyexe (Element fritter jn ber 
(Somplejrion entmeber gar nic^^t Dorfam/ ober boc^ luenigflen^ 
eine ber nacf^folgenben ®teUen einna^m ; ferner mirb bie mu: 
gebitbete (EompUjrion ber Dorigen be|lo nd^er (iegen/ je n>eiter 
bu erfle berneubefegtien ®te(Ien vom 2(nfange ber (EompUjirion • 
abfle^ty je n^eniger ftc^ ba^ in |te gefe^te ^o(>ere (Element iiber 
bad oor^er barin beftnblic()e erf^ebt/ unb je nifbriger bie (Eonf- 
ptejridn ifl/ melc^e bU in hie folgen(en <8teUen einget^etlten 
^lemente fur fxd^ aUein barjleUen* 

(16 i(l alfo bit niebrigfle (Eomplerion jene^ in n^efdj^er jebe 
0tette fo niebrig befe^t i(l, aU e6 hie dlatux ber voriune^r 
menben combinatorifc()en 04>eration oerflattet/ benn jebe an^ 
bere 2lnorbnung ber Slemente l^at eine Sr^^i^ung ber Somple? 
;iipn iur^olge; unb man jtnbet ^u einer (Eomplejrion bie ndc()fle 
^6^ere/ n)enn man bievom 2(nfan()eber Somplejrionentferntefle 
@teae.auffuc^t/ in iDcI^e/Ol^ne bie '^ebingungen ber Operation 



u t?erle|en/ ein I^S^ere^ (Srement d^fe|f: merben (auit/ aM ((» 
reit^ in i^r fle()t; ba^ nd'c^fil^&^ere ^biefeit ^ibinaunsen gemd^ 
)u(d'fftAe Sfement in Qiba^u @te(Ie btingt / unb o^ne mit ben 
t)orl^ergel^enben @teUen eine ^(enberung t)orjunel^men / jebe ber 
na4)fo(jenben ®te((en fo niebrig M mS^Uc^ befegt. 

Sombinatorifd^e ©runboperationen. 

S^ finb mannt^farttge 'iixUn be^ gereioeTcen ©ruppiren^ 
gegeiener S(emente benfbar/ n?e(d^e eben fo oiefe combinaton* 
fcf^e Operationen t)eran(affen t&nnen. TfUetn/ n^a^ man audj^ 
immer filr cine fof4>e Operation oorne^men maj/ fo fommt 
bcc|^ bei ber f&ilbun^ jeber eini;elnen Somprejrion nid^t^ roeiter 
in %etra4)tun^ ; a(^ roe fd^ e aui^ hen j^e^ebenen Sfementen unb 
in roefc^er Orbnun() fte baj^u t^erroenbettrerbenfonen. 3Jlan 
fann nun entmeber blojj bie Drbnun^, ober bfog bie 93erf4>ie» 
benl^cit ber Sfemente ium Unterfc^eibung^mer{ma(e ber Sorn* 
plejrionen ma<|ien/ unb fomit er^eben fid^ jroei combinatorifd^e 
Operationen/ ba^^ermutiren, unb bad ff o mbiniren in 
engerer SBebeutun^ bed ^Sorted/ weld^e unftreitig bie ein« 
fac^jlen jTnb, bie fid^ unter ber SSoraudfe^ung, bag iebeiJ 
ber gegebenen Slemente mit jebem ber anberrt 
oerbunben werben barf, erbenlen taffen.. 

©inbaber abdefonberte9tei()enoon (Slententcn 
mit ber ^efc^rd'nEung S^&eUti, ba@ nur fofc^e (Sfemente, bie 
}u t)erfd(^iebenen EKei^en ^e()&ren/ in eine (^ompUjrion iufammen* 
treten biiifen, fo befle^t bie einfad^lle Operation, bad 53ari* 
iren barin, ba^ man jur )l5i(bung jeber €ompre;rion fd'mmt* 
Iid()e Stei^en , auf eine burd^aud steid[)f$rmige SBeife, mitroir* 
hn i&^t. 

S)ie ^ier genannten brei einfad^ften Operationen (tnb affo 
aid bie CO mbinatorifdf^en ® runboperationen anjtiN 
fe^n. tSBir roerben und auf (le aDein befd^rdnfen, ba man mit 



T 
benfflScH/ l^ei atfen ?(nmenbun()en Uv (tomVmationSU^xt auf 

S)a^ q)ermtitiren. 

®ejeSene(S(emertte permutirett ober 9erfe|en/ l^i^t 
biefelben/ fo oft e^ mf^Iic^ ifl/ in eintt anbern Orbttun^ auf* 
einanber fof^en (affen. 3ebe einjelne (Eomplejrton/ bie ^ier etne 
beftimmte 2(rt be^ 2(neinanberrei^en^ alYer SUmente DorfleUt/ 
mtvb etne ^Permntationdf ornt/ ober aud^ etne$ermu« 
t a t i n (^erfegung) denannL 

SBenbet man bie affgemeinen SJorfdi^riften / bie jur Hu^ 
fu^run^ jeber com6tnatortf4^en Operation in 8 ^e^eUn worben 
fmb/ auf ba^ g>^rmutiren an, fo fie^t man, bap bie nicbrirtfle 
^ermutationdform jene if!/ in ber aOe Sfemente in i^rer nature 
Iic(^en Orbnuni(j, b. ^. fo (lelj)en, bap i^re S^i^^f ^©n ber Sin* 
Un .(}e$en bie dte^^te roacf;fen ; ba^ ferner h^ einer ^^rmuta^* 
tion5formbien(it4^fl^8^eregefunbenrairb/ toenn man bie cntfern* 
tefle @(eG[e auffucpt/ in melc^e au^ ben na4>forgenben Steden 
tin ^o^eredSrement^efe&t merben fann^ al^bereit^ in i^t fle^t; 
ba^ ndic^fl^o^ere S(ement in biefe (Stede brin^t/ unb bie in 
bie fofgenben @te(Ien je^orenben (£(emente in ibrer natdrticit^en 
Ovbnung aneinanberi'ei^t* ""^ 

@o id i. SB. in ber Sompferion 4327651 bie bri^^*«S 
€(ement 2 ent^aftenbe ©teflfe/ bie (egte, in wefd^e einr oufben 
nac^fof^enben ^teUen genommened/ J^ii)evti Sfement gefct^t 
werben tann; ba^ ndcf^ft^Sl^cre ber bort ^jorftnbi^cn Sfemente 
i(l 5, unb fomit er.(iibt fic^ 4351267 ali bie awf 4337651 fol# 
flenbe, n<!c^fl^8^ere ^ermutacionaform. 

S)iefe^ 9Serfa^ren (eibet offenbarauf ieneSompIe^rion hint 
2fn»enbun3, in wefdjer bie Sfcmente in tjerfe^vtcr Drbnun^ , 
»ber fo erfd^einen/ bafi r^re 3eiger von hex Cinfen jjfjj^n bie 



u 



9ted^te cAnt^mtn. ^SiefeS^ompIejrion tfl bemnad^ bie j^i^ifle ^i;r^ 
mutation^form bet gegebeneh Slemente. 

2>ur4^ ge^&rtge jlnwenbung be^ ^ter ©efd^teit/ ifl man im 
@tanbe/ aOe ^ermutationen ^egebener Slemente flufetitoeife 
iiu finben/ e^ mf^gen btefe SUmente burc^^au^ ))on einanber ver- 
f4)tebfn fe^H; ober barunter gleic^e t^orfommeit; in n)elc()eni 
lectern %aUt man e^ mit ben fogenannten ^ermutattoneit 
mit SOBiebetl^oIungen ju t^un ^at; bie aber, mie man 
ftej^t/ (etn befonbere^ ^JSerfal^ren erforbern* 

3ur Sriduterung mS^en fp(genbe jmei iSeifpiele t^oOfldnbta 
get 2)arfteilun3en aUer ^ermu iationen bienen / mooon f>a$ er^ 
fie auf oier oerfc^iebene^ ba^ jmeite aber auf jn^ei verfc^iebene 
unb brei ^(eid^e (S(emente ftc^ bejiel^t 



I. 



n. 



&edeUne ^temenee: 


1/ 2, 3, 4. 


&tQtUt\i 


^Icmente 


: 1, 2/ 2, 2, 3. 


^ermutat tonen: 


^ermutattonen: 




2 


3 


4 


1 


2 


2 2 


3 




2 


4 


3 


1 


2 


2 3 


2 




3 


2 


4 


1 


2 


3 2 


2 




3 


4 


2 


1 


3 


2 2 


2 




4 


2 


3. 


21 


1 


2 2 


3 




4 


3 


2. 


2 


I 


2 3 


2 


2 


I 


3 


4 


2 


1 


3 2 


2 


3 


1 


43 ' 


a 


2 


1 2 


3 


2 


3 


1 


4- 


2 


2 


1,3 


2 


2 


3 


4 


1 


2 


2 


2 1 


3 


2 


4 


1 


3 


2 


2 


2 3 


V 

1 


2 


4 


3 


1 


2 


2 


3 1 


2 


3 


1 


2 


4 


2 


2 


3 2 


J 


3 


1 


4 


2 


2 


3 


1 2 


2 


3 


2 


1 


4 


2 


3 


2 1 


2 


3 


2 


4 


1 


2 


3 


2 2 


1 


3 


4 


1 


o 


3 


1 


2 2 


2 


. 3 4 


2 


1 


3 


2 


1 2 


2 
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2 


3 


3 


2 


2 1 


2 


« 


4 


3 
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2 2 


1 
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3 
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1 
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1 


2 










4 


3 
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12. 

SBenn nadft ber ^fniaj^t ber SScrfc^ungcn flefragt wirb/ 
metd^eeine ge^ebene 9)?em]e oon (Slementeit ^uld'^t/ fo mun man 
unterf4^eiben / ob bii; Skmente fdmmtiict^ von einanber verfc^ie- 
ben finb/ ober ob barunter gUt4)e QOvEommen. 

grfler gall. Die £(cmente, beren Jlnial^l = n i(t, finb 
fammtUc^ Don einanber txrrfct^ieben. 

^an fleUe fic^ bte 5Seifegunijen ber nStemente gut georb* 
net 9or/ fo erfc^einen babei juerjl aUe Somplejrionen/ bie mit 
bem erflen Slemente anfangen^ bann (ommen jene, bie ba^ 
^ iweiUf brttte • • « nte (Element an ber®pi6e fu^ren. €^^i&t 
^ier alfo n ^art^ien oon 9Serfe|un^en / bte mit einem gemein» 
f4>aftlt4)en2infang0etemente ocrfe^en (inb^ 3n jeber biefev^ar^ 
t^ien f ommen d(etc(>t)ie( Somple^tonen vox , unb ^war/ n)enn 
man t>a6 2lnfanfi5element abfonbert, fd'mmtlicte 93erfe^ungen 
ber ubrigen n — i 6(emente/ gut georbnet. 2)enn ba ^ier 
afle ^(entente jur i&itbung ber ^ermutation^formen auf eine 
burdj^au^ gletd^formige SBeife beitragen ; fo fomntt in eine be- 
jlimmte @tene jebe^ einjelne fo ofiju fle^eu/ al$ bie ubvigeu/ 
unb babel ftnben aUe nur m&g(tc()en ^bdnberungen in b<;r 2im 
orbnung biefer tibrigen @tatt. 33eieic^net man balder aUgemein 
bte 2(n^a^( ber^ermutattonen furn t>erf4)ie^eneS(emente tux6) 
ba$ ©pmbol Vn, fo ^at man 

P„ = n P„_,. 

^un (dgt fid^ ein ein^i»je^ gleinent nur einmal anfe^^en, 
' ba^er ift P, = i , alfo 

P, = 2. P^ = I. 2 

P3 == 3. P, = 1. a. 3 
P^ — 4- P3 = ■♦ 2. 3. 4 

u. f« m. 
uub aHnemein 

P„ t== I. 2. 3. /j . . . (n — 1) n. 
S)a5 ^robucc ber naturlic^eii 3a^(en^ Don 1 angefangen 



to 



l(^ n^ tt)ii'b \ef)v 6equem huvcfy ta^ t)on ^ r a m p in fdnen 
Clemens d'Aritlimetiqae universelle, Cologne 1808/ an^e- 
nommene 3^i4^^n i^* angebeutet/ beffen n)tr tin^ im S<>td^'*' 
belt/ ber fidrie wegen, iminer bebccnen woCfen. 

g^ i(l alfo bie '2(nia^t ber 93erfegungen ftlr n t»erfd^i#bene 
Slemcnte = n ! 

3 wetter gall, a.) Uitter ben gegebeneit n Slementen 
Bepnbcn (td^ a einanber gleid^e. 

9!)?an be^anble biefe Sfemente anfdnglic^ fo, altf waren 
fie fammUic^ t)on einanber verf^jieben/ fo ^^Un fie^ tt?ie oben 
gejeiat tt)urbe n ! 93erfe^ungen. 2)if fe 53erfe^nngen benfe man 
fi4> in ^art^ten (0 abgetJ^eift, bag bie Somplejrionen jeber 
ein,^elnen ^art^ie \\^ blog' burdj) bie gegenfettige .®tenun.g 
ber/ einflweiren a(^ i)erfc^ieben betrad^teten/ ^e (Slemente ))on 
einanber unterfc^eiben^ wd'^renb bie anbern Slemente ^enau 
biefelben ^(d'|e, in.berfelben Orbnung, einne^men. 3^^>^^«^' 
t()ie ent^(illt ^ier fo oief (Eomplejrionen / M jene a (S(emente 
ajerfe^ungen jufaden/ ndmlicj? a! Gompfejrionen wnb bie Zrn* 

jaj^r ber g>artbien i(l bemnad^ == ^^'^ .Cdgt man bie a QU^ 

al ' 

mente mieber einanber gfeidf) fepn / fo jjelten alleSomprejioncn 
ciner g^art^ie blog fiir eine 53erfe§ung, unb man ^at nur mel^r 
fo mtU oerfc^ictene 53erfegun(jen, ol^ ^art^ien oor^anben 
finb; balder ifl bie Jlnja^t ber 93erfegungen oon n glementen, 
tporunter a ^Ui^c befommen^ 






b.) Unter ben ge^ebenen n gfemenfen beftnben (i^ auger 
ben a QUi^zn, nod^ 3 anbere ^(eic^e CSUmente. * 

9Jlan ne^me anfdn.olic^ aWf biefe n (flemente ent^alten 

Blog a gteid^e; fo ifl bie ^fn^al^t aWer *J3erfe§ungen = -J-, 

•«! 

®ie laffen fid^ in ^art^ien abt^eifen/ beren jebe nur iol^t 
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€ompTejrionen ettt^<!(t/ in n^eld^en bie ^xnftmxUn aU nt\i^io 
ben (etrad^tcten ^ SUmente etne anbere gegenfetttge ^teOung 
^aien / ^inge.0en bte dbrtgen SUmente genau auf einerfei Hvt 
gruppirt finb* 3« j'eber ^art^ie befinben fi^ i3! gomprejrio^ 



n! 



nen / unb man ^at bo^er in aUem — L ^axt^kn. ^ebt man 

ben/ jmifd^en ben ? Stemente beflel^enben , Unterfc^^icb wieber 
auf/ fo ^at man nur mc^r fo x>ieU tjerfc^tebene OSerfe^un^en / 
aU g>artl^ten ba finb, unb balder ifl bie2(.nia^Iber93erfe|unflen 
von n SUmenten/ unter benen cc^Ui^e unb nod^ |3 anbere 

^leidbe erfieinen = — 1-. 

a! 9! 

c.) ©urd^ biefetben (S^ftljfe finbet man bie Xnja^I ber' 
9Jerfe^un.()en fur n S(emente unter benen ct(^Ui^t, |3 anbert 
fiteicje/ y mieber anbere aleic^^e u. f* n>. t)orfommen 



n! 



«I ?i r' ^c* 
93eirpie(e. ?(^t ^U:(;e(n (affen fijf tiberl^aupt 
8! = 1. 3* 3. 4. 6. 6. 7. = 40820 mat 
in etne anbere Orbnuhg fleHen ; ac^t ^ugefn / n^oriinter etne 
rot^/ ^mei gelb/ fiinf bfau finb/ geben aber nur 

= 2-J! — L_- =?: 108 Sompfejcionen 

lis! 5! 1* 1* 2. 1. a. 3* 4« ^* 

mit t)erdnber{er garbenvert^eUung. 

Die ie^n 3<i(>fi««^«n <>, i, 9, 3, 4^ 5/ 6, 7/8/9 
fonnen 10! = 3f)288oo ma( eine anbere Orbnun.(; anne^men; 
fragt man aber na^ ber2(njal^( ber t^an^en 3<i&I«n , roefc^e mit 
biefen ^e^n S^ic^^n gefdf^rieben merben fonnen / fo mi!tffen bie 
Somplejrionen berfctben/ wcld^t o an ber ®pi^e fii^ren/ beren 
2(njal^I =9' = 362880 i(l/ bei ber 2(ufi^a^(un3 ber mSgfi* 
d^en verf4>iebenen ®te(lungen btefer 3«icf>«n tibergangen werben. 
S^ fSnnen alfo burcf^ gleic^ieitigen ©ebraud^ ber gebad^ten j^el^n 



I'J( 



Sal^fieid^en S(c§ lo! — 9! s 3265920 Vfrfd^iebene ^an,\e 
3a(^Un gebilbet iDerbem 

Siir tae 93eifpid I. in 11 i|l bie Utif^al^l ber (£omp(e;rionen 
s= 4! = 1.2.3.4* = 24, unb fiir baf SJepfpiel !!♦ i^ 

i3. 

5EBta man ben 2(u^brucE -^_: aU bie aOjeitteine 

al /&! y! :c. 

gormer ber SSerfe^ung^i^al^f fftr n gCemente betfac^teit, fo tmi§ 

man,'fobaIb einer ber SBuc^jlaben a/- ?r y . • ^ gfeic^ SKufl 

ju fegen ifl/ ba^ betreffenbe ^robuct a! ober j3! oberyf 

u< f. n). aud bem S^eiiner meglaffen/ ober m^^ baffelbe i|l^ 

o! =^ 1 anne^men« l^iefe 'iinna^me ftef^t ubrigeh^ mit berS^^ 

beutung be^ B^ic^^n^ n! im Sinflan^e. (£^ ijl ndmlic^ 

n ! = (n — 1)! n 

n' 
fotfllid^ (n — 1)! = — 1, to^l^e @Ui^uni, wenn man ba- 
il 

rin n = 1 \e^t, 

1 f 

ol =•• — L. = 1 gibfc. 
1 

14. 

£)a bie Tlnjal^f ber^ermutattonen \)i>n n St^menten/ tt)or« 
tinter a d^^^^^^r ? anbere gleicf^e u. f. m. Dor£ommen / not^« 
n)enbid eine ^anje B^^^nfl/ fo mu§ bai$ ^robuct ber natdrU^ 
6)en B^i^^^n oon 1 hit n/ burc^ bie mit einanber multiplicirten 
^robucte ber natiirli4^en B^^Un Don 1 'bi6 «,, oon i bi^ f) 
u* f. m. ol^ne ^eft t()eilbar fepn, wenn nur bie 3>}^( n von 
ber.®umme a + p + ic. nic()t flbertroffen wirb/ ein Sag / 
ter fid; au^? bttect beweifen la^t. 



^onben^ertoben ber btird^ ein joemeinfdj^aftlU 
c^e^ HbUitutif^i^e^t^ t)erEiidpftcn ^ennutatio- 

nen UHi^reic^er Slem^nte* 

16. 

€j^ fep Ai cine au6 n in comWnatonfc^er S^injicfyt (3) 
ttn^feid^en Slementen be(le(ienbe Sioniplerion. ^an permutire 
biefe Stemente unteremanber nadS^ 93e(ie6en / unb er^alte J^ter^^ 
bur4> eine neue (Sempt^jrion A^^ fo (tnb babei Slemente/ n^elcf^e 
Dorl^er, b. u in A, beflimmte 0te0en e\nna))men, in anbere. 
@tellen gefo.mmen. 9!J?an (affe nun bit Slemente ber Somptex 
jrton A3 auf biefelbe 3(rt i^re Steden mec^feln/ n?te bie^ mit 
ben Slementen ber Eomplerion A, flefcj^a^/ um barcu^ A^ 
ju erjeugen/ fo ba$ raenn beim Uebergan^e \?cn A^ auf A,^ ein 
in ber rten ®teKe beftnb(ic()e^ Slemen^ in hie ste (Stelle (^efe^t 
iDurbe/ aud^ ge^enmartig bad in ber rten ®u0e ))on A, fle< 
l^enbe Slement in bie ste ^teCfe fomme. Sd entflel^t baburc() 
eine neue(£omp(ejrion A^, au^ melc^er man nad; bemfelben ©e^ 
fe|e n>ieber eine anbere A^ ableiten tann, u. f* wi 

X>CL bie Tinia^i ber tierfd^iebenen ^ermutationdfermen n 
ungleic^er Slemente »=, i. ^.3.4/ . . (n — 1) n =n! alfo 
begren^t id/ fo mtij^ man buxd) ^ortfe^ung bed obigen 93er- 
faf^un6 enblii) eine Somplejrion er^alten^ ber^n Slemen'te 
biefetben ®te0en tnn«J^aben# an n)elc|)en fte f\^ in einer fru« 
l^er entflanbenen £o9iD(ejrioni)e{inben/ fo ba^ biefe frul^ere £om« 
pUjrton l^ier mkber er^eu^t n)orben iji* 

gd fe^en A^, A,; A3/ i^^ .. .• Ar auf birfem JBBegc 
entftanbene bur^aud uerf^tebene (Somplejrionen unb Ar-fi bie 
erfle ttiieber{)o(te .Eompfexion , fo mu^ Ar^-i ber anfdnglic^en 
A ^reid^ fepn. 2)cnn rod're Ar+i ni(^t ber A^., fonbern einer 
imifc^en A, unb A^^.! liegenbeh Somplejrion A, ^(eid^/ fo 
mi^Uf tt)ei(,Aq au^ A^^i nad^ bemfelben ^ermutationd^efele 
tntp^t, wu Ar^-i aud A,, fotgti({^ au^ burd^ tin umgefel^r' 



»4 

tei QScrfa^rcn A, au$ A^f, nad^ bemfelben ©efege erjafteii 
wirb , wie A^^., au^ A, , nct^wenbig A, = A,_i fepn, unb 
4M^ oemfelben ©runbe Ar-i = A,-2, A.v-2 = A,_3 u-f.ro. 
bi^ (id^ enblicf^ A,— (,-2)= Aq_(,-_i) b.l^. A,^,_2) = A, er* 
gibt S^ tud're olfo/ gegen bte SSorousfegung, nicj^t Ar+i, 
fonbern Ar—(,-.2) bie erfle wjiebetj^olte Somplejcion, unb bie- 
ft ijl ber obtflen Sej^aup twn^ gemdl •= A,, 

16. 
eine Sleii^e von Sompre>ionen 6e(ltmmter untfr etnanber 
i)frf(l^iebener gfemente, beren jebe fofgenbe au^ ber ©orange* 
j^enben na^ bemfefben g>frmutation6'3efe^e entftel^t, fo weifc 
f ortflefe^t , a(^ e^ ol^ne 838ieberl^orung ber erflen Gomprejrion 
mfifllic^ i|l/ foil eine ^ e r i b e ^ei^en* 

Sad g>ermutattondgefeg, wercf^ed ber iBilbung einer g>e# 
' .riobe jum Qrunbe liegt, tbirb tmmer burd^ bie SSergreidEiung 
imeier unmitteK^ar auf einanber f olgenber eompFejri^^ien erfic^ti 
lid^. SWan ?ann ed fprnbolifct^ bequem barfleaen/ wenn man bie 
fucceffiDen ©n^flcn j'eber Sompfejcion bur4) bie nebeneinanber 
gef4)riebenen 3^1^^^" i^ 2/ 3/ 4 • « « « anbeutet, unter jebe 
biefer Sc^l^Un ben Seig^f i^^^ ©teOe fe^t, pud ber bad glement 
genommen merben mu§/ n>e(c|^ed in bie burd^ bie obereSa^t be« 
jei4)nete ©telle tritt, unb beibe3eiren mit Slammern umfc^nepr. 
^te()en bie Sfomente ber 2lnfangdcompre;riou einer ^eriobe in 
ber natilrli(()en Drbnung, b. ^. nad) ber gofge i^rer 3etger, 
fo fiegen in bem auf biefe 3(rt gebilbeten ©t^mbol juflfeic^ bie 
jroei erjlen EompU^'ionen ber g)eriobe tor TiuQcn. 

2)ie g>evioben, ivelc^e aud 1234567 na4)ben^ermutationd» 

na4^ folgenbe : 



i6 



1 234567 
' 7 4 ^> 3 a I 5 

5316472 

3671354 
4157623 

3 :7 a 5 1 4 6 
6 $ 4 3.7 3 I 



1234567 
2 4 7 5 1 3 6 

4 5 6 1 373 
6133467 
1 274536 
3465173 
4531267 
5172436 
1264573 
2435167 
4571336 
5163473 

2fenbern eitifm ^ermutation^g^fe^e )ufo(ge ni^t aUe (SU* 
mente ber Somplejrtonen i^re SteHeti^ fo fann man / bei ber 
fpmboIifc|)fn SarfleHung bufei^ ©cfe^e^z (i^ Wojj mit ber 2(n« 
fu^run^ jener ^teQett b^gniliqeti/'beren (^(emente einem 9Bedj^*/ 
fet unUrliegen. Demnad^ fann man ba^ ^ermutatio-n^gefesg 

£)ie bavau^ f ntfprin jcnbe ^evtobe i|l : 

1334567 
7264513 
3 3 1 4 5 7 6 
6.2 7 4 6 3 1* 

2>a aui Uv (Snbcomplejrion einer^friobf/ bfm in i^r j^err* 
fd^enben g>ermutation^3cfe^e gemdg/ bie 2lnfong^compUjcion 
ivicber Ij^ervor^el^t/ fo lann man eine^ bfmfelben S3ilbung^^e« 
fe$e untermorfen^/ ^eriobe bavfleSen/ n^enn man von itf^enb 
tiner Sompkjrion anfangenb, alle (Eompfejirionen i^rer Orb« 
nun^ gemd^ fegt/ unb babei bte 'jlnfan^^compfejton al^ eine 
ftuf bie €nbcompte;ion unmitte%tr fofgenbe beh:a(f)tet. S^bifs 
ben ba^er bie Somp(e;:tonen einev $eriobe einen wal^ren €'p!(u^/ 



r- 
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i 

M QSerfal^r^n A, au6 A^i nad^ bemfelben ©efe^e fr^afteii 
tuirb, me A^^i aui$ Aq / nct^wenbig A, s= A^^i fepn^ unb 
4U^ Of mfelben ©runbe Ar— i =i A,— 2, Ar-2 = A^-^s u. f.ro. 
bW (id^ enbli4> A,— (q-2) = Aq— (,_ d b.l^* A^_<q-_2) = A, er* 
gibt S^ tudre atfo/ gegen bte 93orau^fe@unj , nicf^t Ar+i/ 
fonbeni Ar^(,-.2) bie erfle iviebetl^olte Somplejcion/ unb bie- 
fe ift ber obigen ^^ej^auptun^ gemd'^ *= -^s^ 

16. 

€itte Sleti^e von SompMonen BefUmmter unter einanber 

i)«rfc^icbener SUmente, beren jebe fofgetibe au^ ber Dorange* 

^enben mi} bemfelben ^rmutatton^^efe^e entffel^t/ fo weit 

fortgefe^t/ aU e^ ol^ne SBiebtrl^ofun^ ber erften (Eomptejrion 

mi^Iic^ ifl/ foU eine ^ e r t b e ^ti^en* 

X)a^ ^ermutatton^gefeg/ totl^9$ ber )SiIbung einer ^e« 
' riobe jum ®runbe liegt, tbirb tmmer burd^ bte QSer^Ieid^ung 
iweier unmitteU^ar auf etnanber fotgenber SompFejrbMen erfid^t^ 
Itd^. SWan tann e^ fprnbolifc^^ b^quem bftrjleflen/ wenn man bie 
fucceffioen ©tcHen j'eber Somplejrion bur4) bie nebeneinanber 
gefc^riebenen Bo^^U^ i, 2/ 3/ 4 • « « • anbeutet/ unter jebe 
biefer ^al^Un ben S^i^^f j^^'^ ©teOe fe|(:, au^ ber baa glement 
genommen werben mu§/ weJc^^e^ in bie burd^ bie obere3a^t be« 
j^ei4)nete0teaetritt, unb beibe3^ifen mit Slammern umfc^liegr. 
©te^en bie Sfcmente ber 2lnfang^compre;riDn einer ^eviobe in 
ber natilrlid()cn Orbnung, b. ^. nac^ ber gofge i^rer 3^is^^^ / 
fo fiegcn in bem auf biefe 3(rt gebilbeten ©t^mbol jugteic^ bie 
jwei erflen £omp(ejrionen ber ^eriobe tor 2(ugen. 

Sie^erioben/ n^elc^eau^ 1234567 nac^ ben permutation^* 

«^f^^^" (7463215) ""*^ O4751© ^?^'''fl'^^ 
na4^ f olgenbe : 



i6 



1 234567 

' 7 4 ^> 3 a I 5 

5316472 

3671354 
4157623 

3 :7 a 5 1 4 6 
6 $ 4 3.7 3 I 



1234567 
2 4 7 5 1 3 6 
4561273 
6133467 
1 274536 
2465173 
4531267 
5172436 
1264573 
2435167 
4571336 
5162473 

UttiUtn eitifm ^evn\utatioti^e\e%e jufotge ntc^t afte dU* 
mente ber Eomplejrionen i^re ^uUen, fo tanti man , bei ter 
fpmbolifcljen SarfleHung bieff^ (Scfe^e^z (id; Wog mtt ber 2(n« 
fii^rung jener ©teUen b^gniigcti, beren SUmente einem SBBedj^*, 
fe( unterltegen. Demnad^ fann man ba^ ^ermutation^gefe^ 

iDic bavau^ entfpringenbe ^eviobe i(l : 

1. 3 3 4 5 6 7 
7364513 
3 a 1 '4 5 7 6 
6.2 7 4 5 3 1. 

2Da au$ ber gnbcomplejrion einer^eriobf/ bfin in i^r l^frt' 
fc|ienben g>ermutation^3efe|e ^mi^, bie 2lnfong^compUjcion 
ivuber l^er\?or^el^t/ fo Unn man eine^ bemfelben S3ilbungd<)e« 
fege untermorfen^, ^eriobe bavfleflen, n>enn man ten ir,(9enb 
einer (Eompkjrion anfangcnb, alle Somprwonen i^rer Orb« 
nun() gemd^ fegt/ unb bab^i bte 'jlnfan^^compfejton aU eine 
auf bte €nbcomp(e;ion unmittelbar fofgenbe Utxa^UU i£^iiU 
ben ba^er tie Somp(e;:ionen einev ^eriobe einen rtal^ren €'p!(u^/ 



I 
V 



I 

teS QSfrfal^r^n A, au6 A^i nad^ bemfeKen ©efe^e er^afteii 
wirb ^ wie Aq-_i au^ A, , nct^wenbig A» = A,— i fepn, «nb 
cui oemfetben ©runbe Ar— i = A,--.2, Aiv-a = A^— 3 u. f»n). 
JW (id^ enblicj^ Ar— (q— 2)= Aq— (q—i) b. 1^* A,^q-_2) = A^ ex* 
gibt. S^ tudire alfo/ gegen bte SSorau^fe^un^/ nicf^t Ar+i/ 
fonbetn Ar— (,—2) bie erfle wiebet^otte Somplejcion / unb bie- 
fe ijl ber obigen Sej^auptung gemd'g •= A,. 

16. 

gine 9tetl^e t)on Sompfexionen 6e|Kmmtfr uttUt exnanhet 
i)erf$iebener Sfemente/ beren jfbe fofgetibe au^ ber t)orange» 
(enbett na4^ bemfeiben ^nnutatton^^efe|e entffel^t/ fo weU 
fortgefelt/ aU e^ ol^ne SBieberl^ofung ber erften (Eomptejrion 
ni6g(ic(^ ifl^ foU eine ^ e r t b e ()et§en« 

X)ad ^ermutatton^gefeg/ rvelcf^e^ ber !il3ilbung etner ^e« 
.rtobe ium (9runbe liegt/ tbirb tmmer burd^ bie QSergteid^un^ 
jmeier unmittettar auf einanber fofgenber Somp(ejri'ouen erfic^ti 
Itcf). SWan tann e& fpmbolifct^ bequem bftrlteHeii/ menn man bie 
fucceffiDen ^tcQen jeber €omp(e;rton bur4) bte nebeneinanber 
^efc^riebenen B(^^^^^ i/ 2/ 3/ 4 • « « • anbeutet^ unter jebe 
biefer Sal^ten ben 3«5«f i^^^ ©telle fe§t/ au^ ber ba^ glement 
genommen werben mug, weJc^^e^ in bie burd^ bie obere3<j^t be« 
j^ei4)nete ©telle tritt/ wnb beibe3eifen mit Slammern umfc^tiegt. 
©te^en bie SU^nente ber 2lnfang^compre;rion einer ^eriobe in 
ber natilrlid()en Orbnung, b. ^. na6} ber gorge i^rer 3eiger, 
fo (iegen in bem auf biefe ?(rt gebilbeten ©t)mbo( iug(ei(^ bie 
jwei erflen £omp(ejrionen ber ^eriobe oor 2{ugen. 

£)ie ^evioben/ n^elc^eau^ 1234567 nac^ ben permutation^* 

na4^ f olgenbe : 



i6 



1 234567 
' 7 4 ^> 3 a I 5 

5316472 

3671354 
4157623 

3 17 a 5 1 4 6 

6 $ 4 ^.7 3 I 



1234567 
2 4 7 5 1 3 6 
4561273 
6133467 
1 274536 
2465173 
4531267 
5172436 
1264573 
2435167 
4571236 
5162473 

TitnUtn finem ^ermutation^g^f^le jufotge nid)t aKe dU* 
mtnU tet Eomplejrionen i^re ^uUen, fo tann man , bei ter 
fpm6oIifci)en ;£)arfle0und biefe^ ©cfe^e^z (td; Mo|^ ititt ber lin* 
fd^rung jeiifr ®tellen kgniSqcti/ fceren Sfemente einem SBBecf)*, 
(ef unterliegen. Demnad^ fann man ba^ ^eYmutanon^gefe^ 

£)ie tavau^ entfprin jetibe ^eviobe i|l : 

1234567 
7264513 
3 a 1 '4 5 7 6 
6. 2 74631. 

3Da ttu^ ber gnbcom^lejrion einer^friobf/ bfm in i^x \)txt' 
f4»enben ^ermutation^defe^e genta^/ bte 2lnfon^^compUjrion 
ivifber l^eYt)or^el^t/ fo fann man etne^ bemfelben S3ilbung^^e- 
fege untermorfen^/ ^^eriobe bavfleflen, menn man ten ir,(9enb 
ciner Sompkjrion anfan^enb/ aOe domplejcionen i^rer Crb« 
nun^ gema^ fegt/ unb babei bte 'jlnfang^compfejton al^ eine 
ftuf bit Snbcomp{e;ton unmittelb^r fofgenbe behrad^tet. d^lxU 
ben ba^er bie SompIe;:ionen cinev ^eriobe etnen rtal^ren €'p!(u^/ 



w^l^cv buvi) jwet iihmittctbar aiifeinanberfofgenbe Semp(cjrio* 
nen t^oflig leflimint it)trb. 

2)ie Hn^id^t r bei* eirte ^mobe bifbenben Sompfertonen 
A J, Aj./ Aj, A^ • . • Ar fur n geiK&ene ungUid^e glemente ift 
flet^ ein S^eUer bcr 2fnia^tii! afler 93erfe|ungen/ wefj;e biefc 
n SUmente iufofTen (12)^ Senn e(J fet) B, einewon anenSom- 
pUxiomn jener g>eriobe \5crf4)iebene ^ermutation^form bet 
ge^eSenen (Slemente/ fo ("attn man au6 B^ eine ou^ ben rSonts 
p(e;rionen B^ / B,, B3, B^, . . . Br bejle^enbe g>enobe nac^ 
bemfelben ^crmutationsgefe^^ ableitcn/ welc^c^ bcr g>eviobe 
Aj/ A^, A J, A^ . * . Ar jum ©runbe lie^t. Sie Ecmplejcio* 
nen B^^ B,, B3, B^ . • » Br roerbcn fowol^l unter ^i^f Ct{$ 
o«cb ton ben Eompte^rionen A^, A^/ A3, A^ • • ♦ Ar terfcjjie^ 
ben fet)n mi!tfTen« Denn e^ fommt bei ber '^tlbung etner ^e- 
riebe ntcbt auf bie firemente, fonbern blo^ auf bie 2(rt ibter 
SSertl^eirung in bie (Steden ber (romp(«;:ionen an/ unb biefe 
mui5 bei einerfei ^ermutatton^gefe^ immer biefelbe fe^n. G^ 
wiirbe alfo eine* ©teic^^eit unter eini^en ber (Somprerionen 
B^, B,/ B3/ B^ . . •. Br aui) eine ©(eidS^^eit unter ben corre- 
fponbiienben bei* Sompterionen A,, A^,, Ag^ A^ .. . Ar-nad^fid^ 
jif^en , (jegen bie burc^ bie 9?atur einer ^eriobe fclbft au^ge^ 
fprocbene ^orau^fe^ung. SBitre ferner eine Somplejrion Bg ber 
jweiten ^eriobe einer Somptejrion Ah ber erflen g>eriobegrei4)/ fo 
muf)te auc^ Bg^^i = Ah+i/ Bg4-2 = Ah+2 u. f. w., fol^fict 
Bg-frv_g4-i ober Br+i ober B^ = Ah+r—g+i/ ober±i= Ah — g+i 
fei;n/ tva6 ber ^Borau^fe^ung, bag B, unter ben Somplejrion^n 
A,/ A,/ A3; A^ . . • Ar nic^t oorfommt/ wibtrfpric^t, 

?{uf biefelbe SBeife roirb, wenn C, eine ton ben Sompte- 
Xionen ber beiben angefu^rten ^t?rioben Derf4>iebene ^ermuta« 
tion^form ber ge^ebenen Sfemente ijl, (it^ eine ^eriobe C,, 
C, / C,, C^ • . • Cr bilben laffen, in tocl^ex hai bei ben 
torigen ^erioben beoba^^tete ^ermutation^gefe| j^errfdj^t/ beren 
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rSompIejrionen a(er unter Un frfi^er gf rtannten k^f A,/ A,, 
A^ ... Ax wttb B,, B^, B,, B^ . . ♦ Br nic|)t 4>or!om- 
mtn. X>a nun avif biefeI6e ^dfe jebc/ unter ben 6ereiti fr« 
l^aftenen Somplejrionen ni^t evfd^finenbe/ ^ermutatton^form 
Itt n €(emente eine neue ^eriobe t)eran(a^t/ 6t^ atte n! 
^ermutation^formen biefer SlemenU erfd^Spft finb/ fo ^er* 
faflt ba^ ganje (gpflem ber n! ^ermutationen in g>ttrt^icn / 
teren jebe au^ r etne^ertobe barfleUenben SompMonen 6e^ 
ffel^t/ unb e^ mu§, wenn p bie 2fnja^( biefer '»perioben ht^ei^' 
net, offenbar pr == n! fetjn, woburd) benn bie SOe^auptung/ 
ta^ r ein S^eiler ©on n! i(l, gcre<i^tferti5t erfcf^eint* 

tint bie liniiCi^l ber Sonfplejrionen etner ^eriobe/ betett 
^ermutation^gefel gegeWn ill, p beflimmen/ mug man bie 
Tixt^^auf wei6)t babei eine Somptejrion au^ ber anbcrn (ntfle^t/ 
nd'^er (>eri}c!jtc^tigen. ^iSenn man nd'mCic^^aufbieSlemente. fte^t/ 
welc^e bei ber 2lMeitung einer ^omptejrion (iu6 etner anbern / 
in nent @ce0en treten^ fo ijl ed entmeber nic^t mHQlii), einige 
biefer (£(emente in bie @teO[en .^u bringeu) in n>elc^e fie bet 
^ ber SBilbung ber neuen Somplejrion n)irf(i4^ getangen/ ol^ne aui^ 
bie tibrigen Stemente, n)e(c(;e jur i6i(bung jener neuen Som« 
ptejion au$ i^ren ®te(len ge^oben merben mugten / in $Beme» 
^utiQ ju fe^en: ober e^ ftnbet ba^ ®egent^ei( @rtatt/ fo ba$ 
bei ber ^i(bung ber neuen (Eomptejrion geti^tffe (Slemente unter 
fx^f unb ^ugfeid^ anbere Slemente n^ieber unter ftc^ i^re ^UU 
Un wecl^fetn, 

^tr n}oaen ba^ ^ermutatton^gefe^z wel6)e6 bie Srjieugung 
ber neuen- Somplejrion bebiuj^t/ im er(!en S^Ke ein einfac^e^ 
tinb im jmeiten ^aQe ein iufammen()efegte^ nennen ; 
(e^terei; Id§t ftc() ndmlic() in me^rere/bie (Elemente gemiffer 
&te0en betreffenbe, ^ermutatton^i^efege j^erlegen/ bie nic^t 
ttie^r n)ejter .^erte^t werben Unmnf a(fi> einfac^ finb. 

®o,finb }« }&, bie in 16 andef):i^rten $ermutation^ge« 



lis 

fe^tel/ benn e^ i(l eine SSereinigung ber einfad^en g)ermuta« 

20. 

Urn eittf (£ompIejtrton aud einer onbern nacfi etnem etnfa- 
4^^n/ ge^ebene ®tellen a^ b/ C/ d/ e • • « umfaffenben ^er< 
mutation^gefele abj^utetteii/ l^ebe man au9 ir^enb etner biefer 
SteOeii/ J* %• aud a/ ba5 barin beftuMicl^e Slement l^erau^^ 
ttnb fe|e ed in eine ber ^teOen b^ c^ d^ e . • • }. 93. in b; 
ta6 baburil^ rerbrdngte Stement brin^e man in eine ber ^teUett 
C/ d/ e r • • ji* $&• in C/ nic^t in a^ meii fonfl eine Mo^e 
^ertauf4)ung ber in ben 0teUen a, b ftel^enben SUmente Dor 
fi(fy gegangen md're; l^ieburc^ mxb n)ieber ein Element y^exttdn^t, 
tOf{^e$ man in eine ber noc^nid^it neu befegten ®teQen d, e«.« 
iringt/ a au^genommen/ weil fonft Mo§ bie in ben ®te0en 
9L, h, e beftnblic()en Slemente unter ftc^ il^re ©teUen ^emec^^ 

feU ^dtttn^ flegen bie S^^^^^^i^S ^'"^^ fi4^ ^uf ^^^ 2>ttUen 
A/ b^ C/ d/ e • • • erflre(fenben einfa(()en ^ermutatton^ge^ 
fe|e^; unb fp fal^re man fort, jebem Derbrdngten Slemente 
eine ber noc(^ nici)t neu befe^ten (SteQen/ a au^^enommen/ 
anjumeifen/ bid au^er a feine neu ^u befe^enbe @tene me(^r 
u^ng ifi ; bann erfl befe^t man a mit bem {egten ber oerbrdng- 
ten ^Sfemente* 

3fl m bit Tinia^t ber ©teOen / beren Sfemente unter Jx^ 
naif einem tinfai)en $ermutationdgefe|e Dertaufc^t merben 
foffeu/ fo bteiben f&v bai Slemeiit/ n)e((6e6 juerfi au$ einer 
biefer ®teffen ^erau^ge^oben toivb, m — i ®te0en iibrtg; 
wirb wal immer fitr eine biefer m — i @lellen Ititt jenent 
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&e\mnU heie^t, fo tann ha^ j^teburdb t^txbxingte (Sfement in 
m — If 0teflen fommeri/ unb bei jeber biefer SBefegunqeweifen 
(le^en bem iunoc^fl i^erbrd'n^ten Sfemente m — 3 ©teHen of« 
fctt/ u. f. tt). aWan (lel^t l^ierau^ (ei4)t/ ba(5 bie ^fn^a^l ber 2(r* 
ten/ auf luelc^e aud eirter Somplejrion eine anbere nad^ einem/ 
m be(limmte ^UUm umfaffenben/ etnfae^en ^ermutattond^e- 
fe|e abgelettet werben fann, burd^ ba^ v^robuct 
(m — i) (m — 2) ..• 3.2,1 ij=(m--i)! au^gebriicEt n)irb; 

9}ac^ bem l^ier ®efa()ten i|l e^ (et(^t ju entbecCeri/ o{» em 
gegebene^ $ermutation$defe^ etit einfac()e^ ober ein iufammen-- 
gefe|tel i|l. ilEnian unterfuc^t/ in loa^ fiir eine ^telTe t>a6 Sle* 
menli/ weldl^e^ eine beflimmte ®tene ber urfprun$ft(|)en Som« 
p(ejrion etnnimmt/ bem .^ermutation^gefe^e ^emd'g fommt/ 
roo^in bann ba^ oerbrdngte S(ement gefe^t n)trb u* f. to. %in* 
bet man/ ba^ bie SteUe/ oon meld^er man au^ging/ el^er neu 
befe&t n>trb/ aU atte anbern @te0en/ beren Slemente einem 
SBe^^fel untediegen/ an bie 9?ei^e gefommen finb; fo ifi ba^ 
^ermutaiionijgefel ^in i^ufammengefe^te^/ fonfl a(er ein ein< 
facf^e^* 

23. 

Sine ^errobe/ weld^er ein einfa^e^^ fic^ auf m ^tellen 
iejie^enbe^ ^ermutation^gefe^ jum ©runbe liegt / be(lt()t aui 
m Somplejcionen. 

^^nn ftnb a/ b/ C/ d/ e . • . k bie S^^d^^ ^^^ in iva^ 
immer ftir einer Orbnung betrac^teten m ^uUcn, beren Sle* 
mente in jeber SompUjrion oerd'nbert merben / unb fommt bem 
$ermutationi$gefe|e gemdg/ ba^ in a be|tnbric()e (Element an 
hit @telle b/ ba^ in b beftnbHc^e an bie ®teKe C/ bad in c 
beftnblic()e an bi^i^tcQe d, u. f- to. enblic^ bad in h beftnb(i4)e 
an bie (SteQe a/ unb man unterfuc^t ben ©an^ eined befiimmx 
ten gremented/ ©on ber er(lcn Somplejrion ber g>eriobe ange« 
fangen U^ jut (e|ten/ fo (ie^t man Uiifi tin, ba^ jened £(ef 
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mtntf wel^ti in bet erftenSompfejrion iie&UUe a mnimmtf 
in hex iweiun domptejrion tie @te0e b, in b^r brttteti Me 
(ZteUt c, unb fo fort in jeber folgenben Sompterion tint an« 
bere ®teKe/ etibfid^ in ber mten SompUjrion bfe ®telfe k; unb 
bann in ber (m + i)ten n>ieber bte 0te0e a erl^alten werbe. 

Sben fo n^irb man ba^ (S(ement/ n^elcfie^ in ber erftett 
Complejrion eine onbere ^teUe^ {• %• c eittnol^m / bet bet 
(m+ i)ten QTompfejrion wieber in ber ©telle c antreffen. 

(£l erl^alten alfo bte m ben^ej^ten Slemente ber erflen £om« 
Vlejrton in m — i folgrnben Somple^ionen anbere ©teKen unb 
fommen in ber (m4-i)tenSomplejrton mieber an il^re anfdn^ 
licf^en (Stellen jurilcf ; balder mu§ jebe einrm einfo(|^en ^ermu^ 
latton^gefe^e entfprec^enbe ^eriobe/ ani fo \)(el (EomplejrtO' 
tten befle^en^ al^ babei ©tellen einen SBec^fel ber Slemente 
erletben. 

00 zntlfSXt bie ^ertobe (16) beren ^ermntation^gefe^ 

C7A63215J *'*' '7 ^ott'P^^^i^wen , unb bie Mi bem g^ermu* 

be 4 Complejrionem 

39 bie 2inia^l ber Complejrionen einer ^eriobe t^on j'enev 
ber il^re ©teOett verd'nbernben Slemente Derf((^ieben / fo fann/ 
bem obigen ®a|e iuf olge/ ba^ ^ermutatton^^efeg biefer ^ertobe 
ttur ein jttfammen^efe^te^ fepn. 

Die 2(n)a]^( ber CTomplejrtonen in einer/ burd^ ein )t^ 
fammenflefe|te6 ^ermutation^gefe^ erjeugten / ^ertobe ifl ber 
{(einften/ bur^^ bte 2lnja^l ber Sompfejrionen/ fdr jebel ber 
einfac^en ^ermutation^gefe^e / ant n?elc^en biefe^ {ufammen^ 
gefe|te befte^t/ tl^eilboren 3^(1 ^^^^4* 

Senii bei^ie^t '{xi^ tat erfh biefer einfad^en ^ermutatio^n^^ 
gefe^e auf «/ baf ixotixt auf ^t ^^i tritte auf «y ^tellen u. f« w* 



tl 



fo wevhen bU Sfemente ber a ^teKen immer na^ a, ft a, ia, 
4^ • • « ^^ompfejrionen ; bie Steinente ber /3 ^teUen nac^^ 
/3^ 2^/ v3]^^ 4/} • . •; bie (Sfemente ber 7 ^teden nac^ cy, 
firy, 3<y, 4<y . . /Somplerionei! u. f. f. i^re urfprflnaUc^eii 
^(d^ n)ieber einite^men. Samit atfo fdmrntHc^e bcroe^te S(e« 
menu mihet jufammen an i^re urfprttnglic^en ^(d'^e fommen/ 
nmtl bie 2(nia(^( ber bereit^ erjeugten (CompUjrionen fomo^t ein 
^uifad^ei t)on ^4/ a(^ auc^ oon /3/ Don <y u. f. m* fepn, b. 1^* 
iuvd^ ctf ^f y • • « (jet^eilt merben Hnnen. S^ n>irb a(fo 
biefe^ ba^ er|lema( erf ol^en , wenn fo t)te(. Somplejrionen gebif^ 
bet morben ftnb/ a(^ bie f(ein(le burc^ <«/ ^/ <y « « ..t^eitba' 
re 3<^&( anAeigt/ n)e(cf^e 3^^^ alfo auc^ bie 21nia^( ber Somple^ 
jrionen ift/ bie in ber au6 bern gegebenen jiufa^imengefegten 
^ertnutation^gefe^ ^eroor^e^enben ^eriob^ ent^a(ten finb. 



25, 



(&$ fepen A^, A^/ A,, A^ • . • Ar bie ^ompre.rionen 
einer au^ r ^ermutation^formen be|lc^enb^n ^^riobe^ fo^mar/ 
ba§ menn manbiefeCbe/ if^rem^ermutation^aef^&e fi^md^, fort* 
^efe^t bentt/ unb bie babei ftc^ er^ebenben (E^omplejrionen burc^ 
Ar-fi/ Ar+2/ Ar_|-5 . * . anjei^t^ 

ArJ-l- = A,/ Ar4.2 = A, . . . Ar-j-h = Ah, . 

unt aCfgemein : A„r+h = Ah wirb. 
«^ebt man nun an$ biefer ^eriobe gUi^r^eit 9on einanber 
al&jtel^enbe Somp(erionen Ah, Ah^^, Ah+ad, A^^-sd* *• Ah-f.^^ 
I^erau^/ (mobei man/ fo oft bie 0tellen,^^( einer Sompfejrion 
bie B^^i r libertrijft, bafi'ir i)en-.9?e(l'fe|t/ ber (ic^ au$ ber 2)i» 
mfton biefer ^teQenjal^t burc^ r er^ibt/ unb ivenn biefer 9?e(l 
.=s oaui^cfdort/ ben Better r beibe(^d(t) fo entfle^t Ah-^ au6 
Ah nac(> bemfelben ^ermutation^^efe^e mie Ah+2d di^^ Ah 4.4 
benn e^ ift ^leid^t^tjiltij/ ob nian bie (^(emente einer SompUjrion 
Ah^teicf^ in bie Orbnun^ fleOft/ ivetc^e fie befol^en miffen, um 
Ah-)HiiU.9eben/ ober ob manfte er|l burc^B^mJc^enfci^ritte Ah-f. 1 
Ah^2/ Ah4-3 . . ♦ JM biefer 2(norbnund fti^rt.. Hbtx ber ^wu 
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ment/ weld^e^ iii b^r erftenS&mpfejrion bte&te0e a emniitime^ 
in bet {n»eiten domptejrion bie ®te0e b, in b^r brttten bie 
0telle C/ unb fo fort in jeber fofgenben Somplejfion eine an« 
bere ®teHe/ enbfid^ in ber mten Somplejrion bi> ©telle k^ unb 
bann xn ber (m + i)ten wieber bie 0telle a erj^alten werbe. 

Sben fo n^irb man bad (Slement/ xozXi^tf, in ber erften 
Compfejrion eine anbere ©teUe^ j« %. c eittnal^m/ bet b^t 
(m+ i)ten QTomptejrion roieber xn ber (S>tc0e c antreffen. 

(£6 erl^aften a(fo bie m ben^ej^ten (Slemente ber erften £om^ 
Vlejri^n in m — i folgenben Sompfencnen anbere ©teStn unb 
fommeu xn ber (m4-i)tenSompIejrion n)ieber an il^re anfdfn^s 
licf^en @te0en Juriicf ; ba^er mu§ jebe einem einfadS^en ^ermu^ 
lationdgefege entfpred()enbe ^eriobe/ oax^ fo \)iel SompfejriO' 
tten befle^eu/ aid babei @te0en einen SBec^fer ber Slemente 
erieiben. 

00 ent^(!rt bie ^eriobe (i6) ber^n ^ermntationdgefe^ 

0163215 J ^^f '7 ^^^"'P^^f i^w^w r w"^ ^'^ ^"^ bemg^ermu* 

be 4 Comp(e;:tonen. 

39 bie 2inja^I bev S^omptejrionen einer ^eriobe t^on jenev 
bfv il^re ®telkn i^erdnbernben S(emente t)erfc(^ieben/ fo fantt/ 
bem obigen®a|e jufofge/ bad$€rmutatton%efe|biefer^mobe 
ttuv ein ittfammen^efe^ted fepn. 

%\t '^n\<x\\ ber CTompfexionen vx einer/ burd^ ein )trr 
fammengefelUd ^ermutationdgefe^ erjeugten / ^ertobe ifl ber 
{(einften/ bur^^ bie 2(nja^( ber Sompfejrtonen/ fiir iebed ber 
einfac^en ^ermutationdjefe|e / and tvelc^en biefed {ufammen^ 
gefe|te befle^t/ tl^eilboren 3^^^ gfeic^* 

Senn bei^ie^t 'ftd[i bad erfh biefer einfad^en ^ermutatioit^r 
gefe^e auf «/ bad \mx%% auf ^/ bad britte auf «y ^teOen u* f. w« 
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fo merben bte &mcnt^ ber a ^teKen tmmer nac|^ Uf ^a, 3<v 
4cK « • « Somptejrtonen ; bte SlemenU ber j^^teUett na(|^ . 
P, 2j3/ 3]B, 4/3 • , ♦; bie (Sfemente ber 7 vSteffen nac^ cy, 
27, 37, 47 • • /Somplepioiieii u» f. f. i^re urfpriin^glic^eii 
g)(a^ n>ieber einne^men. Samit affo fdmrntHc^e bemegte Sfe» 
mznu tDteber iufammen an i^re urfprtingtic^en ^(d'^e fommen/ 
muf) bie 2(n^a^( ber bereit^ erjeugteit Q^ompUA'ionen fomol^t eiit 
93ie(fac(^e^ \>on «, aU auc^ oon /3/ oon 7 u. f. to. fepn^ b. 1^. 
burc(^ ctf ^f <f . • « ^et^eilt merbert f&niien. (S^ u>irb a(fo 
biefe^ bai erflemat erfot^en, menn fo oie( (£omp(e^ionen gebif^ 
bet morben ftnb/ a($ bie f(einfle burc^ ^/ ^^ 7 * « .it^ettba^ 
re 3a^( an^eigt/ melc^e 3^^^ ^^o auc^ bie 21n^a^r ber (£omp(e« 
jrionen t|l/ bie in ber. <iu$ bern QZQehtnen itufat^mengefe|ten 
g)eriniitation^3efeg« ^er^jorgej^enben ^eriobe ent^aften finb* 
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(£1 fe^en A^, A^/ A,, A^ • • . Ar bie Qiiompre.rionett 
einer au6 r ^ermutation^formen betle^enb^n ^^riobe, fojwar/ 
ba^ menn manbiefetbe/ i()vem^ermutation^gef^^e j^emd'p/ fort* 
flefegt bentt/ unb bie babei ftc^ er^cb^jiben (Somplejrionen burd[^ 
A,4.i/ Ar4.2/ Ar+5 • * • ^W^S^f 

Ar4rl ' ^^^ **■ X ' "•r+2 ^^ -^ a • • • Ar-j-h ^^ Ah ^ . 

unb aCfflenjein: A„r+h = Ah wirb. 
^ebt man nun au$ biefer ^eriobe ^(eic^meit von etnanber 
oBjlel^enbe Sompterionen Ah, Ah-j-d, Ah+2d, A^-^jd* •• Ah+^d 
l^erau^/ (mobei man/ fo oft bte 0tellen,^a^( einer Sompfejrion 
bie 3<^^i r libertrifft, bafi'ir ben.Mejl'fegt/ ber jic^ au$ ber 2)i* 
mfton biefer (SteQeiijal^t burc^ r er^ibt/ unb ivenn biefer 9te(t 
.= o auilffd'Cft/ ben S^iger r beibe()dft) fo entfle^t Ah4^ au^ 
Ah na^ bemfefben ^ermutation^^efe^e mie Ah^-ad au^ Ah ^.d 
benn e^ ifl f\Ui(^Quli\^^ ob tnan bie (lUmenU einer Q^omptejrion 
Ah9(eic^ in bie Drbnun^ jteDft/ welc^e (te befof^en miifTen/ um 
Ah-j»d ju geben/ ober ob man jie erfl burc{>3it)ifc^enfc^ritte Ah^. j 
Ah^2/ A114.3 * . • ju biefer ?(norbnunt) fii|rt.. i(ber ber 3wi- 
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fd^enfd[»ritte / urn aui Ah burd^ Ah^-i/ Ah-{-3^ Ak^-s • • . auf 
Ah4.d iu fommett/ {tnb fo t)te(e/ a(^ jene^ lueldj^e \>on Ah^ 
luv^ Ah-fd+i , Ah-fd+2, Ah4-d4-3 . . • ttuf Ah+ad leiten^ unb 
aUt btere 3n)tf4)enfc^ritte erfolgen nac^ bemfelben @efe|e* S^ 
etitfle^t Qtfo Ah+2d au^ Ah+d, fotslicj) auc^ Ah+3d aud Ah4.2df 
ferner Ah44d au^ Ah+3d u. f* w. nac^ bemfelben ®efe|e # tt)ie 
Ah+d au$ Ah , balder bilben bie £Dm^)Iejrionen Ah, Ah+d/ Ah+jd, 
Ah+3d . • . flir fic^ wieber eine befonbere ^eriobe. 

Urn nun bie 2(n)al^t ber in biefer neuen ^ertobe (tegen^ 
ten .Som)>(erionen Cennen ju (ernen^ bebenfe man/ ba^ ber 
Seifler ber Somplexion/ weJcl^e in ber Stei^e Ah, Ab-j-d^ 
Ah4.2d, Ah-f 3d • . . wieber ber anfangridS^en Ah flfeid^ wirb, bit 
gorm Ah+^d ^oben merbe, wobei ^ tn 2(nja^( ber £ompre» 
• jrionen anjeigt^ welc^e ber Ah^-^d \)oran^e^en. X>a aber bie 
<£omp(ejcionen Ah, Ah-i-d/ Ah+2d, Ah+sd •• . aud' ber^eriobe 
Aj, Aj,, Aj, A^ • * ♦ Ar l^errii^ren/ fo mu§ ber 3«i3«^^ hi- 
tler ber Ah gteic^cn Somplejcion auc^^bie ^orm mr + h ^a- 
(en/ mobei m eine t\o6) unbeflimmte S^^t bebeutet; baraui^ 
fol^t h + fd = mr + h, alfo fd =mr, toeli)e (SCeic^ung 
bie SSebin^ung au9bruc!t/ unter melc^erbieSomplejrion Ah4.^d 
= Ah toivb. I 

2)er Keinfle SBert^ t)Dn ^, wel^^er biefer ©(eid^ung ®e^ 
niSge (eifiet/ gibt ba^er bie Unia^l ber Somprejrionen an/ au^ 
weld^en bie g>eriobe Ah^ Ah+d^ Ah4.2d/ Ah+sd • . . beflc^t, 

m 

2)a f =i ^^ fepn mu^ / fo fege man ftir m r bie Heinjle 
d 

luvify r unb d jugfeic^ tl^eitbare 3<^^t; ber Cluotiejit/ wetd^en 

biefe 3a^C buv6) d get^eirt tdgt/ i(l bie 2Inia()r ber in ber 

Sra^e ftel^enben Somplejrionen. 

Spahen bie gol^fen r unb d au^cr ber Sinl^eit feinen ge^ 

meinf^aftlic^en %^tiUx, fo i|t rd bie {(einfie burd^ r unb d 
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t^tiliavt Sol^I, folfltid^ ? = r. 3n tiefcm ^aUe Bejlel^t bie 
^eriobe Ah , Ah-f d/ Ah4.2d, Ah+3d • . . ou^ aHeti/ uber nur in 
eine oerdnberce Orbuun^ gefl«Uten^ SvmpUrionen ber ^eriobe ^ 
A,/ A,, A3/ A^ ♦ . . Ar. S)iefer gall tntt/ roenn r eine 
$rim)a)^( ifl^ filr jebe^ d em. 

^iiben abev r unb d ein oon 1 ^(v^i)iehenc^ gemeinf4)aft^ 
(id^e^ 9}?a^/ fo ifl bie {Uinfle bur4^ r unb d tl^ei(bare3a^( tUu 
nev/ aU ba$ ^robuct rd^ fol^iiil^ ^ < i^* Z)ann befle^e bie 
g^eriobe Ah, Ah-fd/ Ah4.2d/ Ah4.3d .«.• nur au^ einiflen 
ber in ber ^eriobe A,/ A^/ A,/ A^ • . . A« vorEommenben 
CDmp(e;rionen. 

Ciegt ber i^ejjebenen ^eriobe A^^ A^^ k^, A^ ««• Ar etn 

etnfaci[^e^ ^ermutation^g^fe^ }um ©runbe , unb befte^t bie au$ 
berfelben ^erau^ge^obene ^eriobe Ah, Ah^-d/ Ah+ad, Ah-f3d . • • 
au6 eben (0 oie( (Somptejrionen/ at<^ bie j)egebene# fo l^errfdf)t 
au(^ in ber neuen ^eriobe ein einfad^^e^ ^ermutation^gefel* 
l^enn mdire e$ }ufammeni^efe&t/ fo mu0ten in aUen SoinpU' 
siomn ber neuen ^eriobe ^etoi^e ber Utoe^ten Slemente nur 
eine SKei^e befonberer burc^^ ein partieUe^ einfac^e^ ^ermuta« 
tion^gefeg befliminter ^id^e, nic()t aber aOe ^UVien, beren S(e« 
mente .gen^edj^feU werbeu/ einne(^men (Snnen; ba^er mu^te/ 
weil bie neue^eriobe biefelben (£omp(ertonen/ n)ie bte ^e^^ebene^ 
nur in eineranbern Ovbnunq, cm^&iti biefe^auc^ fiiv ade (lom» . 
pIe;rionen ber gegebenen g>eriobe getten^ fleijen bie 93orau^^ 
fe|ung eine$ i^r jum ©runbe (iegenben einfac^en ^ermuta^ 
tion^gefe^e^. 

a3efte^t aber bie neue ^eriobe Ah, Ah+d/ Ah-f-jd, Ah+jd . . . 
au^meni^erSompIejrionen/ale^ bte nacf^ einem einfac()en ^ermu- 
tationdgefe^e erjeugte urffri!in^(ic(^e A|/ A,^ A^f A^ ••« Ar, 
fo ifl erflere einem Aufammen^jefegtcn $ermutation^gefe|e un* 
tf rmorfen / benn bei berfelben ifl bie 2(nial[)( ber (Somplejrionen 
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Keinet/ ot^ tie ?(njial^( ber ttnter etnanber ))ertaufc(iten (S(^' 
mente, (23) 

@e^t bte ^egeiene ^eriobe au$ einem iufammengefegtert 
g>ermutation^gefe§e fervor, ^fo i{l eine burd[> gleid[)weit ©on 
einanber abfle()enbe Somplejrionen berfetben ^ebUbete neue ^e- 
iriobe/ ipenn fie eb?n fo t)iel Somplejrtonen al6 er|tere entl^dU^ 
au4^ nqd^ eineni jufammengefeeun ^ermutaticn^^efele er^eu^t^ 
n)ei( l^ier ntd()t jebe^ beme^te SUment in aUn (SteHen fS^imt^ 
beren (S(emente \)en))e4)fe(t n>erben« S3e(te^t aber bte neue ^e^ 
rtobe au^ roeni^er Somplejrionen/ a(i> bte ^e^ebene/ fo Eann 
il^r au^ ein tinfad^e^ ^ermutation^gefeg entfprec^en. 

28. 

as fe» bte Somplejrton A, au6 A^ nad^ eineni^ ftd^ tiber 
mel^r aU jroei Steflen erjlrecfenben/ einfad^en permutation^* 
gefe^e abgeteitet morben. ^an bilbe nun clu6 A, ^ na^ cimm 
^t\\>evn, biefetben SiteUen in 2Cnrpru(f^ ne^menben / einfac^en 
^ermutation^gefe^e/ bte Somplejrion A^, fo roirb A3 mit A, 
ibentif^/ fobatb n\an in A^^ von iv.^enb einem ber i^vz (ZuU 
Un n>ec(^fe(nben SUmente anfan^enb, izheS be>felben in bie 
©telle brin,(jt/ bie ci frujyer in A, einna^m^ 

©e^t man aber eini^e biefer S(emente an anbere ^teUen, 
fo wirb A3 mit A^ nur in -^ejug auf bie i6e\e^un<^ fle«)iffer 
®^U^n tibereinflimmen / in anbern ©teQen aber baoon ab- 
tpeid^en. 

(16 i(t nid^t mogtid^ A3* aui A^ nad^ einem einfad[^en 
^ermutatione^efege fo abjuleiten/ ba^ biefe Somplejrion mit 
A, ni6)t tbentifcf^ rnirb/ jeboc^ ftc^bat^on b(o^ in ber i&efe^un^ 
9on Yotnif^tx a{6 brei ©teUen unterfd;etbet; immer Fann aber 
au$ A, eim (Eomplepion A, nac^ einem einfac^en ^crmuta^ 
tion^j)efe|e gebtlbet merben/ welc^e ftdf^ von A, blo^ in ber 
SSefe^un^ breier gegebener ©tcHen entfernt. 

2)ie9ti(^tiflfeit biefer ajeJ^auptungerfliH fid^ au^ fcf^enben 
^etrad^tun^en. 



(i$ fe^en a , b , c bie Stemente / weld^e bte brei (eiei(^ 
neten @teaen in A^ einnej^mert/ an beren ®tatt in A, bte 
(Slemente f, m, t fte^en mi^tn Um nun A^ aui A^ l^eroor* 
Qe^en }u (affen/ l^ebe man in ber (extern (Eomptejrion ba^ S(e^ 
ment f au^ feiner @teUe/ unb fe|e e^ bort^in/ wo e^ in A, 
flanb^ unb n)a ft(^ nun in A, ba^ (Element g bejinbe/ tuelc^e^ 
gegenwdrti^ baburc^^ au6 feiner ©teQe verbran^t n)irb. 9!)?an 
bringe g ebenfaU^ an bie (^telle/ n)0 e^ fidj) in A^ befanb/ 
ttnb oerbrd'nge ^tebur^ h^ u* f. xo.f fo fann ba^ Stement a 
nid^t el^er an bie 9tet^e tommen, aU b'unb c beru^rt worben 
finb. SBirb n&mlid^ h ^n fetne urfpriinglicf^e ©telle gefe^t; unb 
fo mit )ebem ferner^in au6 feiner ©teQe oerbrdngten Slemente 
fortgefa^ren^ unb man fommt enblic^ auf 1/ n>eI4^e^ an bie 
i^m in A. ge^irenbe ©telle gefe^t/ a oerbrd'ngt/ ef^e noc^ 
b ober c berii^rt touvhe, fo (lej^en in A, bie S(emente 

f, g, h . • • 1, a 
an ben ©teHen/ in n)elc^en fic^ in A, bie S(emente 

a, f , g • . . . 1 
beftnben; balder ^at ftd^ ba^ einfad^e ^ermutation^gefe|/ burd^ 
n^etd^e^ A, au^ A^ entfprungen t|t/ blog auf bie Stemente 
a/ f^ g • • * » 1 unb nic^t audf) auf b unt> c erflrecCt/ gegen 
bie 93orau^fe^ung. ^an wii^b a(fo obt^em ^erfa^ren d^md^f 
auf jebe^ anbere Sfement/ mie j. %* auf b ober c, e^er fto« 
^en/ a(^ auf a. ii6 fe^ b ba^ ftc^ jundc^ft barbietenbe Stement. 
!0?an fann nun b nic^t an bie ©tefle fe^en^ in \\>t\6)ex in A^ 
ba^ Element a, ober in A^ ba^SIement f fi4) beftnbet^ o^ne bie 
Sorberung auger 2fd^tjulafren^ba^ A3 au^ A., nac^einem einfa^ 
i)m ^ermutationdgffele entfpringe^ melc^e^ atte fc^on frd^er 
(ndm{ic^ b^i ber lihUitunQ oon A, au^ A J aud i^ren (S>UUen 
ge^^obenen @(emente umfagt; benn e6 Umen bie Slemente 

b, f, g * . . • 1 
an bie ©tellen f weti^e in A , burc^ 

f/ g/ h « . • 1; b 



20 

befe^t werbett/ e$ l^dttett a(fo tie Slemente b/ f/ g « • • . 1 
unter fi(^ anetn^ mit UeberjOe^urij) be^ bo4^ fc^on frii^er in S5e:r 
uie^ung iOefe^ten C/ t|^re SceUen j)eive4^fd(. Ss bUtbt ba|^er/ 
went! man b nicj^t an fetnen urfprun^U^^en ^piag fe|en wid/ 
nic^t^ anbere^ ju i^un iibviQ, M 9$ in bte urfprungUc^^e <2>UUe 
irgenb eine^ anbern S(emente($ c ju bringen. SBenn nun ha6 
ffiebuv^ oerbrdngte SUment t/ unb jrbe^ ber folgenben/ an 
fetnen anfdngltcj^en ^(a6 jurucfqefelt n)irb/ fo fann au^ bent 
oben angrfi;t(^rten ©tunbe c ntc^t an bie d'^ei^e fommen/ beoor 
nictrt a au6 feinem ^loge verbrd'ngt n)irb 9 auc^ barf a roegen 
ber {^orberungi ba^ A3 au6 A, na(^ etnem etnfac^en/ aQe bei 
ber Sntfle()und oon A, au5 A^ in93en)rgung gefe^ten S(emen> 
te in 2(nfpru((^ ne^menben ^ermutation^^efe|e )^en)Dr^e()ef 
nidS^t an ben ^(a^ Eommen/ n)e(4)^n e^ in A^ etnna^m/ fon* 
bern ba$ SUment a mii§ einen anbern ^la^ er^aUen. 3mmer 
t|l e^ aber oerflattet/ a an ben urfpittngUcf^en ^{a% t>on c }u 
fe^en unb in ber Operation fort^ufa^ren/ bi^ enblic^ aud^ c 
an bie SHei^i tommt , voddft^ SUment ben anfd'n^Iic^en ^Ia| 
ton a er^dU. 

SJlan ftel^t l^ierau^/ bag e^ nitl^t angel^t/ bei ber na(|^ 
obiter Sorberung ju \)oa^te^enben %t(bung von A3 au^ A^^ 
alle (£(emente/ bi^ auf jroei/ n)te a unb h, ober b unb C/ an 
tie ^(dge ju fe^en^ welc^e fte in A^ inne fatten/ unb nur bie 
beiben genannten €(emente ^egenfeing ^u oertaufc^en ; ba^ e^ 
aber tmmer miQlid) ill/ biefe 93ertaufc^ung mit jeben brei be* 
iiibi^cn, ber bet ber Sntfle^ung Don A, au^ A, au^ i^ren 
@tea.en gebradj^ten SlemenU/ toie a, h, c ftnb/ oorjune^men* 

Sine Degenjetttge 93ertaufc()un/) breier (£(emente a/ b/ c 
iji nur auf }n)ei ?lrten mS^Cic^; e9 Eommt ndmlid^ entweber c 
an bie ®teQe oon a, a an jene von h, h an jene Don c; ober 
e^ !ommt b an bie (SteQe 9on a# c an jene oon h, a an jene 
t^on c. ^a bte Orbnung/ in iDelc^er bte @(emente ber dompU^ 
xion A./ inbem batau^ A3 erjeu^t ti^irb/ au^ ij^ren ^{dgen 



.»7 



verbrdfngt werben/ flet^ bieferbe ift/ man mag too^ immer fit 
ein (Slement {uerft au^ feinem ^(a^e l^erau ^b^ben / fo tann 
biefe joe^enfeittge QSfrtaufdf^uttg ber beieicbneten brei SUmente 
in A3 nur eine ber beiben angefi^^rten ^ormen anne^men; 
toelc^e? ^d'ngt oon ber 2Irt unb SBeife ab/ wte A^ aui A^ 
entflanben ifl, bie e5 bebingt, ob in bem obi^en ^aUtp nad^ 
ber !6en>egung be^ ben urfprdnglid^^en $la| von a einne^menr 
ben S(emente^ f/ ^uerfl b/ ober ^uerfl c an bie Stei^e fommt* 
9);an fann aber immer hai etnfact^e ^ermutationdgefe| / na^ 
wtl^em A, au^ A, entfte^t/ fo wd^ten, ba^ in A, eine bi^ 
ftimmte ber ange^ebenen iimei 93ertauf(l^ung5formen jener brei 
S(em^nte jum%orf(betn !ommt Zd^tman A, aui A, babur^ 
entfle^en/ bag man jebe^ Slement ber Sompleirion A^ urn eine 
@te((e n^eiter gegen bie Sie^te, ober getjen bie Sinfe rdcft/ 
inbem man bie erfte ©teUe aH eine (14) unmittefbar an bie 
legte anf(^(te§enbe betracfitet, fo iDirb bie Orbnung &, bf e 
fur A3 / tm erflen ^aUt in b/ C/ a tinb im i^eiten gaDe in 
c^ a/ b dbergel^en* 

£)a^ Sombtnirenl 

(Se^ebene €(emente combintren'im engern @tnne 
be^ SBorte^ ober")) e r b i n b e n / ^ei§t au^ benfelben / fo oft e5 
on^el^t/ g(ei(^oie(/ aber jebe^mal anbere (Slemente l^erau^^^eben 
tinb ju einer Somplerion oeretnigen. 

£)ie^en^e ber Slemente/ aui welffyen jebe einjelne (S!om« 
plepion/bte l^ier insbefonbere eine Sombination^form/ 
(Combination ober S^erbinbun^z qenannt n)irb/ befle^en 
foil/ beftimmt bie Sombination^.-^Iaffe; unb ber nu« 
merifc^e Jlu^brurf bieferSWenge l^eipt ber ^Taffenejrpon en t. 
9Ran pffe^t bie Sombinationen ber er|!en ^ jn^etten / britten / 
oierten ^(affe u: f« to. auc^ UntoneU/ 2(mben/ Sernen/ 
£1 u a t e r n e n u. f. iv. ju nennen. 
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' SQBenn (ei Um domUninn gegeBener Slemente ieU$ fo 

oft ge(e|t iverben barf^ ali man e^ fe^en fann^ b. ^. fo oft^ 
aU ber oorgefc^riebene ^(afTenejrponent Stn^etten ent^dit^ fo 
fagt mati/ bie SUmente roerben mtt uneingefc^rdn£ten 
SBieber ^ o(un(^en/ ober au(^ fc^Iecf^rtDeg/ met SBiebcr^ 
^olunQetif combinirt. 2)arf aber bie ^in^a^i ber Sieber^o- 
lungen eine^ ober me^rerer gUmente ntc(^t ilber gemtfTe ®ren- 
jen ^inau^d^l^ert/ fo toivb mit eingefcj) vdnf ten SSBiebe v|^o« 
lungen combtnirt* 

3o. 

Obfd^on e^ auf bie Orbnung/ in wtl^evbk Sfemente[Sei 
bem Sombiniren anetnanber.9efiigt roerben^ gar ntd^t anEommt/ 
ba jiDei Sombtnationsformen emanber gletc^ geUen^ n^enn fte 
nur biefetben &emenU tntl^aiun, fo woQen xviv boc^)/ mn ^ter 
bie 2(nn)enbund ber aUgemetnen/ in 8 .(jegebenen ^orfd^riften 
tn&Qli^ iu mac^ien/ fetlfe^en/ baj) hie Slemente in jeber eins 
jelnen Sompfejcion i^rer Dlangorbni6tg (6) gernd'6 aufeinanber* 
folgen/ alfo tie niebrtgern €femente porunge^enbe/ bie l^o- 
l^ern nac^folgenbe ©teHen einnel^men. 

Unter biefer 5Sorau^fe|uns wirb t>on \dm)ntl\^m, ju ir^ 
genb^ einer. Slaffe ge^Srenben Sombinationen/ bie niebrij^fte 
offenbar jene fepn^ in n>eld)ev bie ntebri.9flen ber gegebenett 
^(emente in ber.fe|l,qefe^ten 2(njal^[ oorfommen; au^ ieb^erein* 
jelnen (Combination luirb aber bie ndd^fl^o^ere abgeleitet^ wenn 
man biele|te ® telle auf^u6)t, in xoel^e ein j^S^erei^ Stement/ 
al^ bereit^ in i^r fle^t/ .(jefe^t merben fann; ba^ nd(f)(l^6^ere 
in biefe @ telle bringt/ unb aQe folgenben S^teUen/ mit beri 
(\(fy an ba^ fo eben ^enommene Slement^ ber natiirlid^en Orb^ 
iiun.9 gethd^ / unmittelbar anfcf^ltepenben Slementen/ jebe er? 
{aubte fSBieber^olung beniigenb/ audfuflt* 

€^ fe? J. 5B. fdr bie glemente i/ 2, 3, /|, 5, 6, 7, 8 bie 
£iuinternei 28578 gegeben/, unb hie itdcf^ll^o^ere jQuinterne ju 
(ilben / fo ifl f^ier bie britte ® telle offenbav bie {e|te/ in mld^ 
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tin l^6^ere^ €(ement jsefe^t werben fann ; ba5 ndid^fll^Sl^cre t(l 
6/ unb bie barauf fof^enben Sleitiente ftnb 7 unb 6^ ba^er i^ 
33678 ijie ©edariigte CuitKterne. 

@o ift man rritn tm @tanbe/ aUe ju einer Ufkimmttn 
^faffi^ge^onseH Sombinattoneii; nac^ unb nac^/ woj^tgeorbnet 
rtbju(eiten. SlKit ber Somplejrion, in welc^er bie ^oi^flen ber 
geflebenen gtemente vorfommen, i|l bie'?frbeit beenbigt 

93 e i f p i e I e. 



I. Som^mafionen ^er t>ierten ^lafTe 

^f entente 1/ 2, 3/4/ 5/ 6. 
1234 

12 3 5, 

13 3 6 
1245 
1246 
12 5 6 
1 3 4 5 
1346 

1 3 5 6 
1456 
3345 
2346 

2 3 5 6 
2 4 5 6 
3456. 



n. ^om^inattonen ber Dterten itUfft 
ntit ^teberf)o[ungen fur tie 
^ e^lemente i, 2, 3. 



1 
1 
1 
1 
, 1 
1 
1 
1 
1 
1 



1 

1 
1 



1 
1 



1 



1 3 

122 

1 2 3 

1 3 3 
222 

2 2 3 

2 3 3 

3 3 3 
2222 

2 2 2 3 
2 2 3 3 

2 3 3 3 

3 3 3 3. 



3i. 



Urn bie SRenge ber Somp(epionen ju ftnben, wefcje 6ei 
lem Sombiniren ungleidj^erglcmcnte ju einer feft^efelten Piaffe 
tntfte^etif muf; man' unterfcbeiben/ ob cf^ne SBieberl^ctungen 
ober ob mit SBteber^ofun()en combinirt roirb* 

(Srfter gatU S^ fep bU 992enge ber Sombinationen n 



•rrf^bMcr &tmtnU t%nt Siebrr^otuit^en fur lit ku Afaffe 
}« fn^rii/ mtlbn k nie groBer fepn fann # a(^ lu 

Sa ivir im Setgrnecn fe^r ^dufg @f(rgen^ett ^abcn n>rr« 
Nil/ 9011 bcm numerifc^rn 2(ii5bnic{e biefer SRtnge ©ebrauc^ 

ill madftn, fo moffen wir bafdr ba^ 3<id»en TP j wd^tett/ 

tsttb f^ mitbcn Scrten n fiber k au4fprc((eii/ mobri bie obere 
3a^( itet^ bie ifnj^a^I ber ccmbinirten Slemente/ bit untere 
aber ben 9ian^ ber SombtnationsnatTe angtbt. 

SRan benfe (14^ a0e Scmbinationen ber n Sfemente jur 
ndi^ftpor^erge^enben (k — i)ten Sdaffe gebilbet/ unb iebe etn^ 

jefne b«r ^tebet ©tatt finbenben ( j^ ^ . J €omple;rionen, mit 

jebem ber in i^r nt(^t oorfommenben n — (k — 1) Slemente 

verbunben/ fo er^eben (ic^ \V— j J t" — (^ — *)1 S^w'P^^^- 

xionen/ wefc^e fdmmt(i(^ ber kten Alaffe ange^Sren^ unb unter 
rotli^tn jebe bentbare Combination biefer ;S(affe genau kma( 
erfcfieint* !3ebe ^Combination ber kten AlafTe !ann ndmfic^/ 
tnbem man ft4^ fiet^ ein anbere^ i^rer Sfemente baoon j^etrennt 
vot|lelIt# auf k verfct^iebene 21rten bur4) 95eretni$uns einer 
(k — 1) flefligen Somplerion mit etnem einfacfien ^(emente 
erjeugt merben; v^tMfc au4) immer btefe (k~ 1) (leOi^e Som^ 
p(ejrion fe^/ fo mu^te fte ftc^ j'ebe^mal unter obigen Sombihatto^ 
nen ber (k — i)ten Jtlaffe befinben / unb tnbem |ie mit alien in 
t^r ntc^t oorEommenben n — (k — 1) (Slementen 93erbtnbungen 
eingin^/ auc^ jene^ etn}e(ne Sfement mit aufne^men* Ctf t(l 
bemnac^ bie 2fn)a^( aller \)erf(^iebenen Sombinationen oon n 
glem^nten jur kten Jtlaffe 

r^\ _ /^ n N n — (k— i) 

W "" \^-0 — k — 

TIKein in ber erften Sombination^FIaffe fte^t jebe^ (StemenI 
Mop einjefn/ balder i(l T^ J = n, alfo filr 



3i 



^n^ n— t n(ii — i) 

2 1« 2 



' = '■ G) = O- "-? = '^'-V 

, ' /'n"\ /"nN n— 3 n(n— nfn — 3)(ii— 3) 



4 1. 2. 3* 4 

utib alfgemetn 

/^nN _ nTn— i)(n — OCn — 3)...rn — (h— I)] 
v'^y 1. 2. 3. 4. ..• k 

iOetfpieL gitr bie gen)6^n(ic^e 3<^^(^n-Sotterie ju qo 
SRummern ifl 

t>U Ztnaifl aUer m5g(t<i^en 2(m6en 

= 22J^ = 4o«5; 

bi^ 2(njal^I ber Semen 

= ' ' = 117480; 

' I. *3. 3 

bie 2(nia^( ber Ouaternen 

= «)o- 8q. en. 87 ^ 2555^ 

1. ss. 3. 4 

ertblid^ bie 2Cnia^( ber duinternen 

GO. 8c). 88. 87. 86 ,0 . iio 
= 1 L-^ = 43949268. 

1. 2* 3. 4* ^ 

Sweiter gaU. S^ i(l bie 2(ni;a^f ber (TomMnationtn 
von n Sleitienten ^ur kten ftlaffe mit uneingefcbranften >Bie< 
ber^olungen ju beflimmen/ mobei k fo gro^ fepn {ann, aI5 
man ivin« 

9!J?an bej^eidE^ne bie \)er(anste 2fn)ial^( einltmeifen burc() Ck^ 
unb benfe (td^ alle Sombinationen mit fi&ieberf^clungen ber ^c 
gebenen n (SUmente i^ur nd'c()ilt>Dr^er<)e(^enben (k — i)ten ^(a|Te 
gebitbet/ fo mirb bie 21nial^( berfelben/ ber angenommenen V>i' 
ieic^nung Semd'g/ burd^ Cji^i t^orgefteDt/ ^an oerbinbe jebe 



3^ 

ber Ck Somplejcbnen m6) mb nad^ mit aDen ge^ebenen (E(e.- 
mentett/ unb nodf^ i!i6evbte^ mit jebem Ut in i^r \)orfcmmenbett 
Ii — I (£(emente, fo er^i'Ct man Ck— i (n+k— i) Som* 
)>(ejrionen/ n)e(cf^e fdfmmtlt^^ jur kten £(affe ge^Sren. £)arun^ 
ttx ifi Kbe migUcfie Combination ber n SUmente mit SBieber^ 
l^olun^en genau kmal ent^alten. <Sie ifi ndmlidf^ obijgem 93et^ 
fa^ren gemd'^ / wegen einer ieben in i^r etma oorfommenben 
@ruppe oon a ^Uii^en Slementen^ ama( entflanbin, tnbem fie/ 
nad) JCbfonberung eine^ ber a -glemente/ eine (k —^ OJleDifle 
<Ei>mprej:ion jurficfld'gt/ n)efd()e biefe^ Slement (a — i)malent^ 
l^dlt/ unb gen)i^ in obiter (k— i)ten SombinationdflafTe ))or« 
l^anben i|l« 2)iefe wurbe mit bem ab^efonberten Stemente ein< 
mal, in fo fern e$ unter bte n p^e^ebenen Slemente se^&rt/ unb 
(a — i) maif in fo fern e^ unter ben eiflenen (Slementen ber 
(k — OHefliflen Gomple^ion begriffen i(l; a(fo in aflem amat 
verbunben. Sa biefe^ eben fo ))on ben anbern Slemenrengefadt 
werbenfannf fo entflel^t j'ebe Somplejpion ber kten Slaffe fo 
oft/ o(^ Slemente barin ent^alten ftnb; b. |^. kma(. dJUan l^at 
balder 

^ ^ n+k— I 

Ck = C»k— 1 * I ♦ 

k 
Tlhft au^ ^ier i(t C, = n, fo(j(t4» 

C, =C.. "1+1= "Cn+i) 

P _P n + a _ n(n+i )(n + a) 

C r= C . " + ^ = n(n + i)(H + 2)(n + 33 

4 1* 2. 3* . 4 

u« f. w. 
iinb ABer^aupt 

r. — n(n+i)(n + 2)(n + 3) . • . (n + k— i) 
1. a» 3. 4* « • • k 
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Tfla^ ben oien gegeSeneti S^trmeln ift bie 3(n)al^r ber Som« 
binatioiien ))on n + k — i S(ementen jur kten ^(affe ol^ite 
SBteber^ofun^eit/ nd'mric)^ 

(n-|-k— 1^ _ (n+k — i)(n-{--k — 2) ... (n-f 1) n 
^ J 1.2. ^.•(k — i)k 

b. ^« bie 2(nia^I ber €om6tnationert ))on n S(e« 
menten jur kten AUffe mit SBieberl^oIungen/ 
i(l qUi^ ber 2(nia^( b^er SomMnationen \)on 
u + k — 1 SUmettten }ur kten £Uffe o^ne SQBie« 
ber^otungem 

^an fe^e 3o , fBeifpiet I unb II. 

33. 

SBenn man bei bem SomMniren n ungretd^er €(emente 
ol^ne SBieberl^o(ungen jur kten ^faffe/ auf bie n — k (lUs 
mente fie^t/ me(cffe jur $8i(bun^ jeber etnjefnen Somplexion 
nt(|^t ))ermenbet iDerben/ fo dberjeugt man ftc^ (eic^t/ ba^ |!e 
aUe Sombtnationen ber n (Slemente jur (n-^k)ten ^(affe in 
oerfel^rter Orbnung barfleHen. ^6 bUiUn ndmli(^ immer an* 
bere SCemente ^uxM, unb jmar ^6^ere/ n)enn jur $8i(bund 
gebac^ter Somplejrionen niecrtgere ^enommen wurben unb urn- 
^efel^rt. 3n)eiSom6ination^f(affen/ beren3^i9^^ 
fic^ )ur 2in jai^r ber Stemente ergdnjen^ entl^a(« 
ten balder g(et(^t)ie(Somplejrionen, ober e^ ifl 

(0 = C-O 

X)iefe((e So(gerung ergibt ft^ aui ben ^ormeln 

(nN _ n(n — 1) (n — 2) . • . [n — (k— 1)] 
^y I '. 2 . 3 • • . ♦ k . 

(n N _ n (n — i)(a— 2) > . . (k+i) 
n — l^J 1.2,3.*.. (n— k) 
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n)oi>on tie ixoeitt aui Ux crfl^n fol^t/ wenn man bafeCtfl 
flatt K fe^t. :Denn biefe ?Iu$briicfe auf einerlei OTenner 

f • 2* 3 • « • k. !• 2* 3 • • « (n — k) 
^zixa^t, erl^^alcen auc^ einer(ei B^W^f n&mli^ ba$ ^robuct 
ber natMi^tn B<^W^ ^^^ ^ iU n^ unb ftnb a(fo emanber 

SWan tt)irb ba^er jur SBere^nung ber in ber ktcn Sombi* 
natipn^Kaffe t)on n glcmcntcn entl^altenen SWen^e ber ffom* 
)>IeriDnen/ entmeber bie erfle ober bte jmeite gorme( ioa^{en/ 

je nacfyUm k < n — k , ober k > n — k , b. |^. je nad^bem k< " 



ober k >iL ift^ n)oburc^ unn6tlj)ide^ (t^ o^nej^tn tifgenbe 

. 2' 

gactoren im Bi^^^x unb SWenner t?ermieben m^rben. 5(1 k =-^ 

a 
fo fallen tieibe Sormein jufammen* 

33. 

SBenn man jene Som^ination^formen von n (Sfementen 
o|^ne ober mit SBieber^otungen jufammenfleQt/ in n)etci[)en ein 
be(limmte^ (Element oorfommt/ unb bann biefe^ S(ement a6« 
fonbert^ fo Meiben/ bei ntd[^t mieberl^olbaren S(ementen/ aKe 
Sombination^formen ber tlbrigen n — i dUmtnUy bei unit' 
fd^ranft tt)ieberl^o(baren ^(ementen / aOfe Sombination^formen 
fanwntlid^er n Slemente, jur ndd^ftoorl^erfle^enben (k — i)ten 
jtlaffe iuxiidL £)enn fel^tte eine fold[)e ^oxtWf ober nxilre fteme^^. 
rere ^aU oorl^anben/ fo mii^te unter ben Sombinationen ber kten 
^(affe aui) bie^ormfel^IenoberSfteroorfommen/n^el^au^bem 
abgefonberten Slemeute unb jener fe^fenben ober n^teberl^oUen 
gorm ber (k— i)ten ^raffe bejlel^t. €^ i(l balder bie Sfnjal^l ber 
(Eombinationaformen oon n S(ementen j^ur kten Piaffe ^ in 
wel^en ein befiimmte^ (Stement oorfommt , n>enn o^ne fCBie^ 

berl^olungen combinirt mirb = rj~| J/ 
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n>enn mif; SBubtrl^oIungcn tombinirt mirb 

_ /n + k — aN 
- V k-i / 

S^eit man nun lei bem Sombiniren ol^ne SBieberl^oIungen 

oUz potmen y in xoetd^en ba^ evfle (Element erf^eint/ "fyttaui^ 

bann iene, in wel^en ba^ jmette/ jenc/ in metc^en ba^ britte 

6(emcnt entl^arten i|l u* f. w. , fo l^afc man n T?"^ J £omr 

prejcionen. 2(6er l^icbei wirb jebe benfSare Sombination^form 
ber kten ^faffe wegen eine^ jeben il^rer Sfemcnte einmaf, alfo 
in aUem hmal gefe^t; ba^er l^at man f&x bie Tinia^l ader oer- 
i^ietemn (^omMnationen Don n (S(ementen jur kten &{a^e 
bie ®(ei(^und 

' CO" (!:=:) 

eber 

<xvii wefd^er jid^ bie bereit^ in 3i Srft^gaK/ filr bie TfnjaJ^Iber 
Sombinationen ol^ne SBieberl^o(ungen gefunbenen Sormetn 
tbf ttfad^ ableiten taffen. ^ 

34. 

2)ie Sombination^formen Don n gfementen jur kten.^rajte/ 
in weld^en ein beftimm^e^ Slement nid^t vorfommt, bifben ju* 
fammen offenbar bie kte ^(affe flit bie ubrigen n — 1 Sfe* 
mente. Salter ifl il^re }{n}a^( bei nid^t n)ieber^o(ten Sfemen' 

ttn^Q^^^ bei unbefc^^rdnft wicber^orten = T^+J"^)* 

9[}immt man aHe C^ombination^formen ber n Sfementejur 
kten Sfaffe ol^ne SSBiebevl^Drungen, in n^er^en ba^ ev(le S(^* 
ment nic^t vorfommt, bann jene, in wefd^en ba^ ^xotiUf ^a^ 
britte gfement 11. f. w. nid^t erfd^cint/ jufammen; fo l^at man 
ken Snbe^riff aller gombinationen ber'ii glemente jiur.ktea 

€ 9 



36 

j((affe (n — k)mar. di wtrb itiKmtid^ in ben bun^ oBige^ 93et« 
fal^ren erl^altenen n^artl^ien t>on Somptejrionen/ jebejurkten 
A(a{Te gel^Srenbe Sombination^f orm ber n Slemente n^egen ^iM$ 
jeben i^rev Stemente einma(/ balder in adem kma( weggeraiTen / 
folfllid^ (n--li}mal defe|t. Step fdl^rt auf bie ©(eid^ung 

ober 



(0 - —Tk C k 



36. 

SDie Tln^Ciffl aDer Sombinattonen ber kten JtfafTe fftr n 
eiemente wirb erl^aften / toenn man jur Titnal^i ber Sompte^ 
jrionen^ in n)eI4^en ein be|limmte^ S(ement i^orfommt/ bie 2(n« 
jal^I jener l^iniufildt/ in totl^en biefe^ Stement fel^(t ; man l^al 
a(fo bie ©(eidi^ung 

(0 = G - :) + e r ■> 

36. 

!Die 2(ufgabe/ bie ^fnjal^l ber g^ombinationen 9on n ver^ 
fd^iebenen Sfementen A^r kten £(affe ju beflimmen/ t|l nod^ 
einer Srweiterung fd'J^ig. 9)?an fann fragen / auf wie \»ie( \»er« 
fd^iebene 2(rten Jid) n (Sfemente in mel^rere ^artl^ien fo vertl^et' 
(en (affen/ baf bie erfte ^art()ie ce^ bie jweite |3/ bie britte y 
it« f. »)• bie 9or(e^te \ bie Ie|te jia €temente entl^d'tt/ wobei 

angenommen wirb. 

SBenn man vor ber i^anb blo| auf bie a Slemente ftej^t, 
weld^e in bie erfle ^artl^ie tommeny ol^ne ftc|^ urn bie 2inorb« 
nungber Abrtigen n — a €(emente ju befummern/ fo fann man 
fo oft m onbere (SUmente nel^men / al6 [x^ n (£(emente ju « 

combiniren (aflen ^ ba< ifi T^^mar. $Beijebemein)e(neii 



r 
% 



,. in 

Ux r^ j ^dtte ^tie man au$ ben iibriflenn — a S(ementen 

no^^ SUmente fttr bie }weite 9>artl^ie l^erau^/ fo fann bie^ 

ouf r^'* J J Tlvtm flefcl^el^en, «nb man l^at/ in fo fern « 

€(emente in bie erfte unb iu^teid^ iSSlemente in bie {weite 
^artl^ie f ommen / oj^ne SftMfi6)t auf tit ibxiQen ^art^ien / 

G) C 0O ^^"^' ^^^^ ^^^^^^ ^'*^^^^" i e b e « m a t n-(a4.p) 
(Sfemente jurilrf/ au^ weJd^en <icl^ nod^ C^ ^^^ Jwal^ 

Slemente in bie britte ^artl^ie fe|en (affen/ woburdj^ man bie 
oorigen SiHe wieber verDtelfd'ttigt / alfo in aOem 

Derfd^iebene 2(norbnungen ex^&tt. @o fann man fortfd^Iief en f 
bi^ man auf bie oorfelte ^artl^ie fommtj filr (te unb f&v bie 
le^te bleiben / bet jeber einjetnen 93ertl^ettung ber Stemente in 
bie i^origen ^axtfyietif notfy ^+/^ S(emente librig/ au$ weld^en 

man auf T "JT O 'ii^^^^ ^ Sfemente ftir bie \)orUftte, unb 

fotgli^ bie iibrigen /i (Slemente f Ar bie (e|te ^artl^ie oenuen* 
ben fann« 

(S$ toith alfo bie 2{n{al^( ber oerf^iebenen 2(rten/ auf n^ef* 
^e man au(^ ben n @(ementen a fdr bie erfle/ 13 ftir bie jweite/ 
Y filr bie britte u. f. lo* X/ /x ftir bie beiben (e|ten ^artl^ien 
ne^men tann, burd^ ba^ ^robuct 

c ? (-^;'"^o • • • c 1 

au^:gebrt!c!t* 
2(nein e^ i(t: 







n(n— 1) (n^— ' a) . ■> • [n — (« — 1)] 
1 • 3 • 3 « 



• • • 
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ttnb n)enn man B^^Ux unb fntnmx burc^ i. s* 3 •• • (n — «) 
. muUipficirt/ 

(n\ ^i*3,3... (n — i)n __ n! 

(n — d\ _^ ' (n — a)! 
P y "" 8! (n— Fa" 



c 



^! (n— [«+0)]l 
-(«+^A = [n~(a + / 3)]j 






:Da^ ^robuct biefer ^(udbrticFe/ unb ba^er au(|f bie 2(nial^( 
Ux l^ier betrac^teten Siertl^eUund^arten ber (lUmmu ifi 



n! 



37. ' 

2)iefe3a|^I gibt aud^/ wie in la gejeigt mtxbe, bie SWenge 
ber ajerfe^ungen fiiv n Sfemente an, roorunter fidj^ a gleic^e, 
P anbere flteic^e , 7 noc^ anbere gteid^e u. f* w. bepnben. Sr 
ber S^at tdjit ficf^ bie 2(ufl8fung ber obi^jen Jlufgabe au(^ auf 
bie ^£etracl^tun() ber ^emtutationen Qx&nb^n. 

3J?an henU fic^ ndmlid^ alle n ! 93erfe|ungen ber n gfe* 
mente untereinanber ^fleUt unb jointer ber aten SiUUe, bann 
urn |3 ©teUen n^eiter, bann mieber um^ ^teHen. weiter « • * 
burd[) alle Sompferionen terticale @tricl^e ^efiil^rt/ .fp l^a( man 
Qetoi^ alle Q^omptejrionen/ n^etd^e in bie er(le/ jmeite/ britte.«. 
^art^ie ge()5ren/ 90n einanber gefonbert. 2(nein ^ier muffen 
aUe @ruppirungen/ bie fic^ nur buxify eine Derd'nberte &UUunQ 
ber ju einer unb berfefben ^partl^ie genommenen gfemente un^ 
terfd^eiben, filr eine Somplejrion gered^net werbeu/ bie fb oft 
n)ieber|^oU baflel^t f M ^^ bie Slemente gebad^ter ^art^ie ver^ 
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fe^en (affeni man l^at ba^tv, urn tie 2(nja^l aHer wixUid^ oer- 
f4^tebenen ©ntppiruitj^iDeifen ber n Slcmente fdr ben gaU {u 
tx^alunf bap a Stemente in ber erjten, j3 in ber jn)eiten/ <y 
in ber britten • • « ^artl^ie vprEommen foUen^ bie 3a(^( n! 
burc^ bie ^robucte ctlf filf 7! :c. {u tl^eiten/ n^oburd^ ftc^ 
ba^fetbe Ste\uttat, toie oben/er(]i6t. 

Surd^ biefe ^^etrad^tungen l^dtte man aud^ bie litna^t ber 
Sombinationen ftnben tinntn, ivetd^^e n oerfcl^iebene Slemente 
jur kten ober aud^ (n — l&)ten Piaffe {utaffen. Sd (anbe(t ftc^ 
i^iebei offenbar urn bie2(nial^( ber 2(rten/ auf n^eld^e n Stemente 
in itotx ^art^ien t)ert^eirt merben fonnen/ fo bap bie eine/ fo 
oft e^ ange^t/ k S(emente/ bie anberen — k Slemente erl^d'IU. 

38. 

S)tefer ®e()en|tanb (apt ftd^ nun Keid^t in grSperer TtU^t' 
meinl^eit bel^anbeln. 

S^ fepen me^rere Stei^en 9on ungleid[^en Slementen 9or« 
^anben/ n>ot)on bie erfle a^ bie jmeite b^ bie britte c Slemente 
u. f. to. entl^iiKt. ^an foQ au^mitte(n / auf luie t)ie( t)erf4^ie« 
bene 2(rten biefe Sfemente in mel^rere ^art^ien t)ertl^ei(t werben 
Unncrtf fo bap bie erjte ^artl^ie tf. Stemente au^ ber erften 
SReil^e, j3, au^ ber jweiten, 7/au^ ber britten SJei^e u. f. w., 
ferner bie jweite g>art^ie a^ gfemente au^ ber erjlen SReil^e, 
|3ft ati^ ber jweiteu/ 7, au$ ber britten erl^dllt u. f* u)./ n^o^ 
bei fdr bie Tinia^l ber (Sfemente / meld^e biefe Stei^en in bie 
britte/ oierte • « « ^art^ie a^cUn^ ana(o<)e 3^i^en gelten^ 
unb ))orau^gefegt xoixbf bap 

a, -f- a, + a, -j- • • • = * 

/3. + i3a + Pa + . • . = b 

y« + 7a + 73 + • • • = C 

u. f. to. ift. 
J^ebt man blop, au^ ber erflen Sleil^e «, ^entente fur bie 
erfle g>arttie, «, (Ifemente filr bie jweite, «, gJemente ffir 
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a 



bie brittc ^artl^ie f^exau$ u.f. w./ fofannbie^auf _i 

SSen fo Unn man auf i2(rtenaM<bcri»eig 

P. 13 J Pa lis- 
ten JRei^c |3, Stei;nente fiir bie erfte/ 13, fiir bie jweite, P, flit 

bie britte ^art^ie u. f. w./ ferner an$ ber britten iReil^e auf 

c ^ 

' lixUn cy, gfemente fiir bie erjle, <y, fdr bie 

jroeite, <y3 fiir bie britte g>artl^ie nel^men u. f. to* 

liUtin jebe ^fnorbnung ber (Slemente ber erjlen 9{eil^efanit 
mit ieber 2lnorbnung ber (Stemente ber jiveiten SHci^e, unb 
jibe ?inorbnun^ ber Sfemente ber erften jmei Sleil^en fann mtt 
ieber 2(norbnung ber Sfemente ber britten Sleil^e combinirtwer^ 
ben u. f. n>. (i6 roirb alfo bie lin^a^l ber 2(rten / auf tveldj^e 
man bie @(emente aUevSfttifyen, obi^en ^Bebingun^^en gemd'g/ 
in bie t>erfd[^iebenen ^art^ien tjert^eifen tann / burd^ ba^ g>ro* 
buct 

a! b! c! ^^ 

ajIaJa^'iC.' P, ! jS, ! ^3 I :c/ 7x • 7a'- 73 • ^^^ 

aui^gebriicft* 

»eifpiel. S^ fepen 12 Sugefn in brei gdd^er fo ju \)er» 
tj^eiteu/ ba^ l^ieoon 3 in ba$ erfle %a^^ 4 in ba^ iwciu, unb 
5 .Sugetn in ba^ britte hmtnen, fo fann bieg/ nad^ 36/ auf 

= ^ ' ^ = C7720, 



3! 4!^- 1* 2. 3. 1. 2«3. 4. i«2. 3» 4*^' 

oerfc^iebene 2(rten ben^erfflediget n>erben. 

fBeftnben ftd^ aber unter biefen £uge(n 2 rotl^e/ 3 gefbe^ 
3 gnine unb 4 bfaue/ unb follen oon ben brei Sujijetn im er« 
ften %a^t (let^ eine rotl^ unb 2 6(au; ferner oon Un 4 £u^ 
gefn im jmeiten %a(l^e eine rotl^/ eine gelb/ eine grdn unb eine 
bfau; enblid^oon ben 6 £uge(n im britten S<^(fie 2ge(b/ agrdn 
tinb eine iUu fepu/ fo fann bie 93ert^ei(uns ber S^uitin auf, 



4i 



2! 3 3! 45 _ 



ill! 1J2I 1*2! 2! 1! li 



= 2.3.3»i2. sai6 



39. 

SRan benfe ftd^ nun n t)erfd[^iebene Sfemente in Betieb^g 
viele SReil^en abget^eilt/ wooon bie erfle a/ bie i^meite b / bie 
brittc c glemente entJ^ATt u, f» W/inbem a+b + c-J-«»^=.n 
ifl« 2)iefe n S(emente {>t)en in eine beflimmte 2(n.^a^( 9on^ar« 
t^ien fo ju vertl^eiten/ ba^ in bie erfte ^art^ie a^ in bie 
jweite j3/ in bie britte 7 S(emente fommen u. f. n>./ wobei 
« + ]3-J-7+ . . • = n i(l/ fo fann biep, in fo fern man 
gar ni4^t^ bariiber feflfe^t/ au^ n^el^^en 9{eil^en bie S(emente 
jeber ^artl^ie l^rrii^ren foden/ auf 



n! 



}(rten vorgenommen n^erben. 

95etVix6fUt man bie Hvt unb SBeife/ wie bie ®(ieber ber 
oBigen 9teil^en babei in bie einiefnen ^art^ien tertl^eilt toev 
Un, fo finbet man eine gewiife SRenge oon Somplejrionen/ in 
n)e(^en atte a Sfemente ber erften ^art|)ie ciu6 ber erflen Siei^e 
flenommen jtnb; ferner fofc|>e Somple/ionen/ in welc^^en « — 1 
Sremente ber erjten ^art^ie au6 ber erjlen 9lei^e l^errd^ren , 
unb ein (£(ement au$ ber jn^eiten ober britten 9?eil^e u. f, n). 
genommen i(t; bann fofcf^e Somptejrionen / in loefd^en ce — 2 
Slemente ter erflen ^artl^te aui$ ber erflen Stei^e/ unb 2 Sfe- 
mente au^ ber jmeiten ober britten 9?eil^e entfel^nt wurben/ 
ober ein Sfement au$ ber {weiten , unb eine^ aui ber britten 
u« f« m. lleinVi^e Unterfd^eibun^en gelten sUx^ieitid eben fo 
t»on ben ijibrigen ^artl^ien in aUen mS^tidf^en Sombtnattonen 
ber l^ier benfbaren ^dUc — furj man jinbet ^ier aUe midlx^tn 
SSertJ^eifung^meifen ber Sfemente in bie einjetnen ^axt^icw, in 
S3e|Uj auf bie 93er{d^iebenJ^eit ber Sieil^en/ au$ n^eld^en fte (er* 



/*2 

ftammett/ reatifirt Sere^^net man bie Sdt^al^I ber 2(rten/ auf 
wefc^e iebe btef^r QSett^eUun^^tDeifen au^gefdl^rt wevben fann ^ 
tinb abbirt aUe babei er^aftenen SKefuttate/ fo f^at man bie 2(n« 
j^al^I aller t^erfc^tebenen '2(rten / auf toelc^e ftd^ itber^aupt n (Sits 
menu in bie oben genannten ^artl^ien fo tert^eilen (affen/ 
bap bie erfle ^artl^ie a, bie i^weite JS^ bie britte 7 Slemente 
u* f. to. (etSmmt. (16 mup ba^er bie ®umme biefer StefuItaU 



n! 



fepn, 



OffenBar ijl aber iebe5 einjelne biefer SRefuItate bie 2(nja|^t 
bet 2(rten/ auf wef^^e man t>xe Slemente me^rerer Weil^en/ 
wo\>on bie erfle a^ bie i^weite b/ bie britte c Slemente ent^iSlt^ 
u. f, to. in bie oben genahnten ^art()ien fo tert^eiten fann^ 
bap in bie er(le ^art^ie «, (Sfemente au^ ber' er(len-*leil^e^ P, 
au^ ber jweiten/ <v, au^ ber britten SRei^e u, f. w. ferner in 
bie jweite ^artl^ie a^ Slemente au^ ber erjlen 9tei^e^ ^f^ Sle* 
menu au6 ber jmeiten/ €y^ au6 ber britten EKeil^e u. f« m. 
bann in bie britte ^artl^ie a^ (Etemente au6 ber erffen SteiJ^e^ 
Ps au$ ber jweiten, 73 au^ ber britten 9?ei!^e u. f* »• gefe^t 
n^erben u. f. to.f b, ^. jebe^ einjefne biefer 9tefu(tate ifl ein 
^robuct oon ber gorm 

a b! c! 

a,! «,! ^3! :c. * /3xl ^t- ^3! ^<^- * 7i! 7a! 73^ ^«- 
wenn jmifd^en ben Sal^Ien 



••, **9 **3 



• « • 



• • « 



/3x Pa i33 

7x Ya Y3 • • • 

U. f. to* 
bJe teebinflung^gteid^ungen 

*i + *a + *3 + • • ♦ — * 

P, + Pa + Ps + • • • = b 

7i + 'Va + 7a + • • • = <5 

«• f. W. 



ftfrner «, + P, + y, + . ^ . s=: a 

«. + 13. + <y; + • • • = P 

**3 + ^3 + ts + * • • = 7 

It. 'f. w. 

®tatt {tnben/ unb biefe 3a^ten aller ganjen poftttven bicfen 
©leidj^unaen ^ntfprec^enben SBertl^e^ bte 97ua mit ^m^ere(^nct/ 
fal^ifl (lirb* . 

Jlbbirt man balder aO^ Stefultate ^ R>e(d^e au$ bem o6en 
angege&enen 2(u^bru Je 

a! . b! c.f 

«,! c«al «3- i<^* * 13,!^,! jSj! :c. * ^.I <y,! '^3! k. 
fdr aQe gan{\en po)itioen3(ufIofungen Kner®(ei(^unqen ^croor^ 
gel^ett/ fo ifl bte @umme biefer SKefuItate not^menbtg 

n! 



af 3! cy! :c. 
(a+b+c + ,.0! 



••■• 



(«,+?i-H'.+..)!(«t+?,+7,+-)'(«»+?,+«y3+")!«- 

golgenbe^ 93eifpiet mag bte l^ter gemac(^ten Sci^lAffe er* 
Idutern : 

S^ fepen 9 ^ugefn in 3 Sad[^er fo ju t^ertl^eilen/ bag in 
ba^ erfle %a^ 2 ^ugetn/.in ba^ jn^eite 3/ in ba6 britte gacfi^ 
4 £ugeln fomm^n/ fo fann biep/ nad^ 36/ auf 

i«g.3>4'5.6.7>8.() _ ^^^^ 

1«2« I.2.3. 1* 2. 3.4 

verfd^iebene %ten d^\^^^er\. 

9Kan nel^me nun an, unter obigen 9 ^u^eln beffnben 
11^ 3 weige unb 6 f^warje, fo ftnb fol^enbe gd'tte mSalid^ : 
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Si fommen 



In (ad erife 
9 weige 



2 n)eipe 



1 weige 

1 f4^marje 
1 fd^marje 



s fd^warje 



3 fd^warje 



s f^n^arje 



fd^warje 



in (ad ^wetteiin (ad (ritte 
daOf I 9adl^ 



1 mei^e 

2 fc^marje 



3 fd^tDarie 



2 weige 
1 fd^ruarje 

9 fdj^tparje 



3 fd^tDarje 



3 mei^e 



2 met^e 

1 n>et§e 

2 fd^warje 



4 fdl^warje 



1 n)eit}e 
3 fdj^ivarje 



4 fcj^tt^arje 



3 {d^marje 

2 tt)eige 
9 fcj^warje 



4 f^warje 



1 roeif e 

3 fc|)n)arje 

2 meige 

2 fd^warie 



3f*it)arie ^*?5*^^ 



fd^ioatie 



ttnb l^ter ift/ n)ie e^ bie Slatur be 



lufplgr 38 / auf 
• 2.3 1.2. 3. 4* 5* 6 



°= 6o 



i«2. J 


A. 2. 1*2. 3.4 


.•2.3 


1. 2. 3. 4* 3* 6 


.•2. 1 


1, 2.3« 1. i^/i 

r 


1.2.3 


i«2«3«4« 5. 6^_^ 


• 1. 2 


1, 1* i.2,3»4 


.2.3 


1. 2.3* 4* 5* 6 




1»1.2,1.2,3 


• 2.3 


• 

!• 2. 3. 4*5«6 


• 1.9 


1« 1.9*3. 1.9 


.2.3 


1. 2. 3.4. ^46^^ 


.2.3 


1.2. 1.2,3.4 


.2.3 


i.2.*3.4.5.6_ 


• 2.1 


1«2.1« 1,2^3 


,2.3 


1.9. 3«4«^« 6 _, 


• 1*2 


1,2,1, 2.1^9 


1.2.3 


1. 2,3«4«S* 6 



= 45 



= 90 



=36o 



L=;iSo 



i> 



^=180 



• 2,3 1.9. 1.9. 3.1 

2frten 
@a(|)e forbert/ 



=:270 



60 



45 + 60 4- 90 + 360+1O0 +15 + 180+270 + 60 s:sl96o* 

^exiUi^t man bie in ber obigen allgemeinen JBettad^tun^ 
vor!ommenben ®rSgen mit ben numerifd^en Saten biefel 83eu 
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ns=9/ «=2/ 13 = 3, yts54f a=:3/ b=6 






unb etf tfl bie @umme ter SKefuttatt^/ n)e(d^e au$ bem^robucte 
i « g* 3 i« a* 3 . 4* 6* 6 

3! 6! 



ce.laja.l ^.! ^,.' i3.! 

^ mnn «,/ a,, «,, P^/ |3t/ i^j bie an obige 83ebinfl«n3en gebun* 
benen 9Bertl^e O/ i/ 2^ 3 « • « erl^alten/ unter alien mftglid^en 
©ruppirungen biefer SBertl^e l[)er9orje^en 

i,2.3, 4«5. 6.7. 8. () 0! r 

i.a. U2.3. i.a.3.4 2l3!4! 
©egt man n = « + ]3=sa+b 

«.+P.=i3 I P.+P,=b 

fo mu^ bie @umme ber 9tefuUate/ n)e((()e ba6 ^robuct 

a! b! 

fHx tf^ = o, 1/ 3, 3 . • • j a, = o, 1, 2, 3 . • . 
|3, = o, 1, 2, 3 • . • I ^a=Of 1, 2, 3 . . f 
ftnter obigen ^Sebingungen barbietet^ 



n! 



fepn. 



«! /3! 
tflnn i(t wegen 

rt, =:a— «,/ Pa=l>— ^1' ^1 =■«— «x 
ben in 36 gebraud^ten Stan^formationen gemdl* 

a! ^ /aN b! _ /^ ^ "S 

fnner tUn f p / wegen ^ = 11 — « 
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Dal^*r ifl bie^®ymhie ber aud ber Som TM (^_^J 
ftir a, =0/ 1,0/3 ... « entfprinaenben ©rSgen 

^ier muf man ater^ wenn C ^ j ^^^^ C ^ ^ ) ^^ 

(^ ober in Q^ iltergel^t, tafflr bie ginl^eit fegen, ba 
biefe (Spmbofe/ wenn man auf tl^ren llrfpning (xyxf> ben ®r8gert . 



b! 



- mit JWucffidbt auf bie in i5 aemadbte »ef 

a' b' 
merfung jurflcfge^t / ben fpecieDen SSBertj^en — , ^ ent: 

a! b! 

fpred^en* 

S^ ifl bemnadi^ \ 

C) + C)C- + (OG - + G) U) 

+ +aoc)+(o=cn 

X)a^ Sombiniren {ti befiimmten ®ummen. 

4o. 

%ei ber combtnatorifdE^en fSeJ^anbtung aritJ^metifclfer ^ro« 
bleme ))erlangt man oft nur jene Sombinationen ol^ne 9&ieber« 
l^olungen ober mit unein^efdS^rd'nf ten SBteber^ofun^en/ in xozX^ 
d^en bie ^zx^tx ber Slemente oor^efdj^riebenen ft3ebingun^en ®e» 
niise feiften/ Ser einfad^fle/ am l^(5iift.()flen torfommenbe unb 
flberbie§ eine leid^^te 2l'ufl5fung oerfiattente %(kVi ifl ber^ mobet 
e^ (t4^ urn fold^e (Tombinationen mit unein^efd^ranften 
•SBiebep1^o(ungen l^anbeU^ in me(d[>^ii ^e. S^ifi^' 



4? 
bit (Elemente {ufammenabbtrt ein^ befltmmte 
©urn me geben. S)a(J SJerfal^ren^ huvtfy mlfS^ei biefe Gonu- 
btnationen filr jtd^ aHein bar^efleUt merbett/ l^ei^t ba$ ^otH' 
hinivtn {u b efli mm ten ®um men. 

SKan forbert entweber a fie mS/jfid^en £ombinotiondfor* 
men ju einer t>orsef4)riebenen ®umme, obcr nur eine einiet» 
ne Piaffe berfelben* 3n jebem biefergafle woden wit annel^-- 
men, eB fepen fo, riele Stemente gegeben, aU babei, o^ne bie 
.fe|lcjefe|te ©umme ju fiberf^reiten/ nur immer in anfpru^^gc-- 
nomme^n merben fonnen^ STJad^ t)6flbra(i[Uer Operation mufTen 
tiatiirlic^) bie Sompfejcionen/ wel^e \i^ auf l^ol^ere Sfemente 
bejiejien, aU wirHic^ ror^anben jinb/ weflgelaffen werben* ger-- 
ner mcOen n>ir l^ier b$n ©ebraudj^ bed Beigerd o oudfd^riepen / 
weif berfftbe auf bie S^iflerfumme einer Somplejrion feimn gin» 
flu^ l^at, unb ba^er, fobafb man fi^ an feine beftimmte ^faffe 
binbet/ wegen feiner unbefd^ranften SBieberl^oIbarWt flet^ m\c 
unenbli^ie SRenge von gomplejrionen j^erbeifuj^rt. 

4i. 

2Benn man (id^ atte mSglidJen dombinationdformen ^u 
einer beftimmten ©umme woJ^rgeorbnet DorftcUt, fo jei^t 
fid^ jene Somplejcion aU bie niebrigjle / in merd^er b(og bad er* 
fie gfement fo -oft^^orfommt/ aU bie Dorgefdf^riebene ©umme 
(Sinl^eiten entl&d'ft. 3u i«^«^ einjetnen (Jomplejcion wirb ferner 
bie <na4)(l^o{>ere gefunben/ wtnn man bad in ber rorle^ten 
@teae bejinbUd^e Stement/ n)e(d£)ed l^ier immer bad fpd'tefle/ 
o^ne ®t8ru^3 ber 2^'^S^^ivimmz erJ^Sl^un^dfa^ifle i(l , urn fo 
weni^ aid mSgli^ erl^Sj^t/ unb bemfeffeen fo niebrige gfemente 
itad[>for^en U^t, aid ed bie natiir(id[>e Orbnung ber B^i^ex unb 
il^re Dorgefd^riebene Oumme gedattet* Damit nun hie B^^Q^^ 
ber muen in bie Complexion einflefill^rten Sremente einerfeitd 
eben bie ©umme audmad[>en/ aX^ bie beiben frii^ern Snbefe* 
mcnte, anbererfeitd dber fo niebri() aid mSglid^ audfaaen, fo 
tj^eife man bm um bie Sinj^eit terminberten 3«3«' bed (egten ©le* 
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mcnM ber uttriuftaftenben (£omp(ejrton / hrxxi) ben urn ein5 
termel^rten 3^id^^ ^^^ \»or(e^ten; fe^e flatt ber jiDei Snbete« 
mentf/ ba^ burd^ ben X)toifor an^ejeidte Slement fo oft/ aU 
ber Quotient Sin^eiten entl^dU/ unb (affe l^ierauf nodj^ ein 
gfement fotgen, beffen 3«fler ber ©umrne betf 2)it)ifor« unb 
be^ Stefletf g(etd[^!ommt« 

Snbigt ft4^ atfo bie Somplejrion mtt }tt)et S(ementen/ 
beren Better urn n)eniger afl jwei Sinl^eiten t)on einan^ 
ber abweid^en, fo vertaufd^e man biefe gfemente geflen im 
einilje^, beffen 3eifler bie ©umme ber S^ifi^f ber beiben an- 
bern ifL 

00 tfl i* SS. iei bem C^ombtntren jur @umme 19 bie ndd^fl* 
I^Sl^ere Sompfe/ton filr naTS/ megen 

l^Zli == il = 4 + i. offenbar ii33335} 

fdr 1189 ijl bie n&d)^i^zxt Somplejtrion iii7> weil 

9 — 1 8 ..8 

8+1 9 9 

fdr 1117 tfl|{te 1222223222, n)et( 

17-1 16 ^ , 

2{uf. biefe 2{rt fann man t)on ben niebrigern Somptejrio' 
nen jtufenweife \\x ben bSl^ern auffteigeni bi^ man enbHcf^ 
ouf eine Somplejrion f5mmt/ bie bto^ ein S(ement, beffen 
^3«id« ber t^orflefd^riebenen ©umme gleidj^ i(l, entl^dtt. 2)iefe 
U'pt ftc|^ ol^ne @tSrung ber 3eigerfumme nic|it mel^r er^S^en 9 
unb mad[^t balder ben 93efd[^tup ber Operation. 



49 



% e t f p i e ( e* 

1. isrom^tnattondformcntaur eumme 6.' n. ^MinationiUmtn^ut&ummtn, 



1 1 I I I I 

1 1 I 1 2 

1 1 1 3 
112a 

1 » 4 

1 a 3 

2 2 3 

24 

3 3 

6 





1111 




I 1 s 




1 3 




3 fl 




4 


X 1 1 3 


3 


1 1 I 5 




113 3 


3 


113 4 




1 1 3 3 




I 1 6 




13 3 3 




1 a 5 




1 34 




» 7 


• 


3 3 2 9 




3 3 4 




3 3 3 




3 6 




3 5 




44 


• 



'', 



8 



42/ 



&Sfxtiit matt/ toU e^itt ben (eiben \»or|^erge|^enben SiSeu 
fpieten gef^^el^en tfl / aQe Sombinationen ju einer beftimmtett 
@umme gut georbnet unter einanbet/ inbem man bie Unfan^i^ 
ctemente in eine Derttcafe doiumne bringt/ unb fill^rt bann/ bei 
finer beliebigen Bwif^^^nfleUe bev erflen Sompfej^ion anfangenb^ 
€inen oerticafen @tri(l^ abnxi'rt^, n>e((^en man/ foba(b bie txnH 
9or il^m flel^enben Slemente ftd^ ju d'nbern anfangen, gegen bie 

2) 



5o 

JRecffte l^in ^otijontal au^fowfen Mgt*; fo trenttt ber J&iebur^ ge- 
birtete SBin Wl^afen , von ber gefammten SWenge ber Eomple- 
Xioneri/ ein DoBfld'nbifle^ ©pjlem won Sombinatlonen ju einer 
itiebrigern ®umme» @o fonbert in bem folflenben SBeifpiele 
ber SBinfetj^afen t)on ben Som^inationen iuv ®umme 8 aOe 
Somibtnationen jur @umme 6 aK 



1 
1 

1 

I 

1 
1 
1 ' 



1 1 1 I 1 1 

11112 

1 1 1 3 

I 1 2 a 

1 1 4 

1 2 3 

1 5 

2 2 2 

3 4 

3 3 

6 



1 2 a 3 ; 

12 5 

1 3 4 

1 7 

2 2 2 2 

3 2 4 
'2 3 3 

2 6 

3 6 

4 4 
8 

SWan t)etfflrei4ie l^iemit 41 , aseifpiet I. unb Ih 

(&$ (iegt ndfmtid^ in bem SBefen be^ £om(iniren^ ju Be« 
(timmteri @umm^n/ baf) bie Somplejrionen/ beren erfle Cteaeit 
SUiif Uie^t flnb/ in ben forgenben &Utim einerfei 3^id^^' 



fttmme unb iti^retd^ aUe ^UUi mSglidj^en ^iUe baxiuUn. 3ebe 
folc^e UnoxbnunQ von ^omhinatiojten ju einet (eflimmten 
@umm?/ fdl^fie^t a{fo iu^Ieid^ aKe @9fleme bet C^ombinationen 
ju ben niebri^ern @ummen ein/ ober fie i|l/ me man ftc^ 
nad^ .^ i n b e n b u r s au^ittbrtlcCen pfie^tf eine 3np o(utio n 
bevfelben. 

43. 
(i6 bringt fid^ nun bie Sbrbtrung ouf # au$ bem SnSe^ 
griffs aUet unter einanber gefdj^rieBenet Q[omHnationen ju etner 
feftgefe^ten @umme/ burd^ 2lnfe|en neuet S(emente/ ba^ ©9* 
ftem ber Sombinationen jur ndd^fll^Sl^ern ®umme ju erjeugem 
2)te^gefd[^te^t/ n)enn man alien Q^omplejrionen jur niebngern 
®umme ba^ erfle S(ement perfect/ mobtird[» man aUe mit bem 
erflen S(emente anfangenben Sombinationi^formen ^ux n&ibft^i* 
l^ern ®umme erl^dlt; fernet/ menn man in aUen Som|>Iejrto« 
nen jur niebrigern @umme/ beren jmei erfle Slemente vtv 
f^ieben finb/ ba<$ 2(nfang<$element mit bem nd'd^fll^Sl^ern vex- 
tauf^tf mobux^ ftd^ alle mit l^6^ern 2(nfang^elementen Detfe* 
^enm Sombination^formen jttt nddj^fil^frl^ern ®umme ergeben* 
^an f^at fomit genau i&mmtti^t Sombination^fovmen jur 
ttdd[^fl$8^ern ®umme* IDenn lie^e fid^ eine unter benfelben 
nid^t Dorftnbtge ober bafelbfl mieberl^olt t)or{ommenbe %oxm an- 
geben/ fo fSnnteman^e/ menn fte mit bem erflen €(emente 
lbeflinnt/burd[^ SBeglaffen be^fe(ben/ }}nb menn fie ein ^^exe$ 
Slement an ber @pige trd'gt/ burd^ Srniebrigen be^fe(ben / in 
eine ^Combination jur nd'd^flniebrigern @umme umflalten» 
Siefe miirbe a(fo im erflen ^aUe unter ben bereit^ vorl^anbenen 
QCompMonen jur nd'c^flntebrigern @umme nid[^t t^orfommen^ 
meil fie fonfl/ nad^ bem extUxUn ^erfal^reu/ eben jene fel^Ien^e 
€^ombination0form 'ii|r nd'4)ft^i>^ern ®umme erjieugt l^diU , 
unb im {meiten gaUe eben fo oft n)ieberl^oU ba flel^eu/ meir 
jene n)ieberl^o(te Sombination^form nur <iu$ ifyx entfpringen 
fonnte. (ii wd're alfp ber gegcbene S^^^d^^ff ^^^ <£o^mbinationen 

2) a 
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jur niebrtgern 0umme ttnDoaftdfnbtg ober d6eri^<i[l^(tg^ oegen bie 

2)a ftd^ fdr bie (Summe i U^j^ ba^ erfle €(ement alleiit 
anfe^en I<l|t/ fo fann man nun l^terau^alle €ombinatianen ju 
ben l^i^ern @ummen fiufenmetfe a((ettfn/ bi^ man bie (Sum- 
me/ wel^e man eben oerlangt/ erjeu^t l^at; eine 99?et^Dbe/ 
bie bet in 41 angeg^benen/ in ^inftc^t auf bie Seicf^tijfeit ber 
2(M6fuVung / torjujiel^en fe^n btitfte* 

!Die 95iIbuNd ber £ombinationen )u ben aufeinanberfof' 
.^enben ®ttmmen/ t^an betr @umme 1 anjefangen^ n>irb/ bent 
©efagten gemiSp / in f olgenbem ®(l^ema er(td[^t(ic|» ; 



u. f* w* 
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I 
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44* 
' 93er(angt man Mog eine beflimmte A(afTe ter (Sombina^ 

ttonen ju einer gegebenen ®umme/ fo erj^d'U man bte niebrt^e 

Q^omplejrion/ inbem man ba^ erfle (S(emei|t urn einmal n>enU 

ger fe|t/ al^ ber ^(affenejrponent (Sinl^eiten ^at/ unb bann «in 

Clement fofgen W^t/ beflfen 3«i8«^ ber SJifferenj jwifd^en ber 

gegebenen 0umme unb ber bereicd t>or^anbenen Beigerfumme 

iUi^tomtnt. Urn fernet att^ iebet einjelnen (Somplejrion bie 

nd'c^fi^^^ere abjuUiten^ fuc^e man ba^ fpd'tefie SUment auf/ 

^em ein um jroei obet me^rere ®tufen I^S^ere^/ in n)a^ immer 

f ilr einem 2(bfianbe fo(gi; ; vertaufdf^e ha^ erflere mit bem nddf^ft- 

|^6^ern S(emente ttnb fe^e biefe^ audf in bie folgenbeh @te(^ 

tetif bie (e|te au^senommen/ in wet^e ba$ Stement {ommen 

mug/ beflfen 3«ia^r tie bcjeit^ oovl^anbene 3«id<trfumme jur 

tJotgefd^riebenen ergdnit 25ei berSBeflimmung biefer Srfldniung 

t(l bie^emerfung niieridj), ba^ in SompMonen, beren an^ 

fdfnglicfie dUmenU ilbereinflimm^h/ bie Beiger ber folgenben 

. einerlei @umme geben* Xie Operation i|l beenbigt/ fobalb man 

auf eine (£omp(ejrion fpmmt/ in meld^er ber Unterf(()ieb jwifd^en 

ben Bei/)ern ber @(emente weniger a(^ jiwei (Sin^eiten betrdgt. 

^Denn bie grj^^l^ung eine^ €(emente^ forbert/ ber feflgefe^ten 

Seij^erfumme megen/ bie Crniebrigunig eine^ anbeni/ balder fann 

biefe Sompfejirion oj^ne "HexU^unQ ber natdrlic^en Orbnung 

ijftrer dtement^ ni^i er|^8|^t n)erbent 
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93 e t f |» i e t e. 

ttte 12. 
111117 

111126 

1 1 1 1 3 5 

111144 
1 1 1 a 2 5 

111234 
1 1 1 3 3 3 

I 13 2 2 4 

1 12 2 3 3 

I 22223 

2 2 2 3 2 3 



SdiitU Zcmhinationmfdit ^ur Bum* 
me 12. 

119 
12 8 

1 3 7 
1 4 6 
1 5 5 
227 
3 3 6 
245 
335 

344 
2226 

2 11 3 5 
2244 

2334 

3 3 3 3 

Unmexlun^^ 0inb tie B^^S^^ ^^^ i^^ @umme s unb }ur 
JtlaJTe k iu combinitenben Slemente bie $a^Un o, if 2; 3«..f 
fo bitbemati/ mennman e^bequemetfinbet/ dOe Combinationert 
ber B^xi^x 1/ 2/ 3 • « • jur ®umme s/ »on ber er(len ^Rlaffe 
dttgefangett/ bU jut ktett/ tinb fe|e ben €om|>Iejrtonen/ itt 
wetd^en weniger af^ k Stemente etfd^einen^ fo t)ie(e SRuSeit 
t)orf aU erforberlid^ ftnb/ tim biefe Q^omplejrionen jur ktett 
Alajfe iu erl^eben. 

45* 

■"» 

9Ran !ann ju beflimmten @ummen aud^ ol^ne Sieberj^o* 
lung irgenb eitte^ Slementea combiniren« Z)a u)ir aber im S^t- 
ijenben t)en biefet Q|>etation jjat feinen ®ebtaud[> maci^eit n)er« 
ben / fo iibergel^en wit bie l^te^u bienli^en 9)orf(^tifUn/ urn fo 
mej^r^ ba bie (S^ombinationen ol^neiEBieberl^ofiirtgen immer in 



ben Semiinationen mtt SBieber^oIungeit entj^aftnt (tnb / uttb 
au^ benfel^en Iei4^t l^erautfge|^o(en werben Unnen. 

S(Raii ^at hint aUgmeine gormel jur $6ere(^nun^ bee 
Ztiio^l ber Sombinaiioneit ju beflimm^n @ummen« ^ennt 
man jebo4^ fur eine ein^elne Semlinatipn^Etaffe bie Unia^l ber 
Somplejrionen }u jeber ber aufeinanberfofgenben @ummen/ fo 
U^t {tc^ l^ierau^ bie litnail biefer Somplejrionen fiir oUe t>or< 
l^er^ej^enben unb folgenben £(aifen t\a^ tinb nac^i leic^t ftnben/ 
tt>obur(|^ man in ben ®tanb de\e^t iflf j^terdber eine Sabelle 
iu verfertigen. 

^onbert man nd'mlic^ Don alien Sombtnationen ber keen 
Alaffe jur ® umme s , bie mit bem erfien SUmente anfatiQen , 
biefe^ (Element ab/ fo bleiben alle Sombinationen ber(k-*i)ten 
Piaffe jur @umme s — 1 jurilcE; t)erminbert man ferner in aU 
Un Somptejrionen ber kten £(affe ^ur @umme s / bie tin ^2« 
l^ere^ 2(nfanfl^element ^aUn , ben B^ifi^v jebe^ €(emente^ urn 
bie ©nl^eit/ fo erj^dft man f(S(mmt(id[)e €ombinaeionen ber kten 
^fojfe iur ®umme s — k. 

Sap in beiben %dUen bie ©attung ber entflej^enben €om« 
binotiondformen ri(^tig angegeben touttt, i(tjdr fi(^ f(ar; bafi 
fetne gorm fe^It/ ober mieberl^ott vorfommt/ lann tutcfy eine 
tinfa^e, auf bie SRatur be^ (Sombiniren^ ju beflimmten (Sum- 
men gegrdnbete 95etta^tunQ, auf <ill^nlt4^e'2(rt/ mie biep in 43 
gefcl^el^en i(l/ gejeigt merben. 9!}?an fSnnte ndm(td[» au^ jeber 
fel^Ienben ober mej^rfad^ erl^altenen Sorm/ burd^, Suf^l^n be^ 
frdl^er SBeggenommenen/ eine Sorm ber kten ^affe jur 0um« 
me 8 er^eugen/ wtttfye bort ebenfaU^ fel^Ieu/ ober mieberl^olt 
erfd^einen mdpte/ n)ei( fie fonjl/ bem obigen 93erfa]^ren gemdg , 
bie fel^tenbe g^i^tn erj^eugt l^dtte/ ober bie wieberl^oUe^ ni^t 
l^dtte erjeugen Unmn, ma^ ber ^Sorau^fegung uiberfprid^t. 
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@otflj.S3« 111112 id23q sas'iQ 
111211 .13238 32287 
iiiSio 12247 22246 

11149 122S6 22255 

iii5 8. 12337 22336 

11167 12346 22345 

1 12210 12355 22444 

11239 1244S 23335 

11248 i3336 23344 

11257 ^3345 33334 

11266 13444 
ji33 8 

11847 X 

1135 6 
11446 
11455 

Ux Sn^^a^iff <^ner domlinatiomn ber f flnfteit ^faffe jwr ^nm^ 
me i6« 2)ie iton etflen Vertical :^ Sorumnen entj^alten aUe mil 
fcem erflen dUmcnte anfangenben CEompIejrionen* SRan er^dll 
aw^ benffrten burd^ iT&fonberuna biefe^ Sfementrt: 

11112 2229 

11211 2238 

ii3io 2247 

1149 2256 

ii5 8 2337 

1167 2846 

12210 285& 

1289 2445 

1248 3336 

1^57 8845 

126 6 3444 
i83 8 

1847 
i35 6 

1446 

1455 
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mtb bie^ ffnb aOe SomBinationen ber vierten Piaffe iur @um« 
me i5« 

2)ie britte 9$ertica( « (Solumne / n)e((^f aHe jene SomBina^ 
ttpnen ber fdnfun S(affe jur ®umme 16 timfa^t/ bie eih ]^8« 
l^ere^ Slement an ber @pi|e fiij^ren^ gibtf na^ 93erminberund 
iebe^ Sei^^t^ urn bie Sinl^eit:; 

11117 

11126 

I 1 1 3 5 

11144 

1 19 2 5^ 

11334 • 

1 1 3 3 3j 
12224 

12 2 3 3 
> 2 2 3 2 3 

b. 1^. aOe domlimtiomn ber filnften ^(affe jut @umme 

16 — 5 = II. 

aSejeid^net man nun aajjemein bie 2(nial^( ber sur kten 
Piaffe gel^Srigen Sombinationen fur bie ®umme s burc^ ba^ 

09m(p( C[^ / fo ^at man bie ©leid^ung : 

au$ tt)e(d^er/ tt)ei(/ fo (ange s --^ k < k ober s < 2 k i^, 

Cj^'^'sso fepn m«5/ bie SBertl^e Don Cj^ 

' fiir s ==k/ k-J-i/ k4-3, k+3/ . . . w# 
gefunben werben fSnnen , fobalb man aOe SBertl^e von C^^^Ii 
fennt. 

Hmstteffft fanu man wegen 

c;i|=c;~c7-V 

bi« SBeWje »on C^| f nben / fol&arb bie ©on c; dtstUn |!nb. 



S«r "Xtiftna finer na^ oiiQtt ®le\i^ua^ Uxtd^ittttn Sa< 
Uttt f&v C\^ mag ^itx ali Setfpiet bunen : 
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47- 

um bit SCnja^t bee (Sombinationdformtn ju (e|ltnimeR/ roe(<^e 
fdntnittif^e ^(afTen !>» timv QtQtUnm ^ummt bar^ieten. ^tf 
minbert man niVmlicfi in ben SomMnation^fprmen ber kten 
£(affe jur Sumtne s bm 3"d'>^ 'inc' Kben Slemente^ um bte 
Stn^eit , fo txffHt man, wie Ui^t eiitiufe^tn ift, aOe SombU 



nationen iux ^u^rtme s -« k / Don Uv erflen ^(affe att^efangen 
bi^ jur kten, nad^ ben ^(affeii gut gcorbnet 

@o geben j, ^. bie in 46 ongeful^rten Sombinotioncn 
ber filnften ^(affe jur ©umrne 16, no^ \)on&ra(|)ter JBerrin' 
setting icbei B^i8^x$ urn 1 



11 


1118 


11117 


110 


1127 , 


11126 


39 


11 36 


iii35 


38 


1145 


11144 


47 


1236 


llSKtS 


66 


1335 


11334 


119 


1844 


ii333 


13 8^ 


i334 


12224 


187 


3225 


13333 


146 


2234 


23323 


|5 5 


2333 




337 






a3 6 






245 






33 5 






344 







nimli^ bie aufetnanberfoTgenben gutgeorbneten SomHnotton^- 
flaffen jur 0«mme 16 — 5 = ii/ von ber erjlen ^toffe 
angefangen Bi^ jut ftinften* 

(l6 tfl alfo/ toenn man im' QSotl^etge^enben s-f-k flatt • 

gefegt benft/ Cj^'' bet Tiuihxud fur bie 2(niial^I bet gotmen/ 

weld^einben erflenkQ[ombination^f(affen iut ®umme s entl^al^ 
ten ftnb. 9?immt man k =: s/ obet aud^ k > s ^ f l^at man bte 
^Tn^al^t allet mSgttd^en ^^ombinationen jut ®umme s^ w^t^^ 

bemna4> fdt jeben gartjen pof5ti\>en SBettj^ Don r butdj^ C'^^ 

DPtgefteRt with. 
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2)a^ QSariirem 

48* 
ffiei kern 93oriiren wirb geforbert, aui jeber pon nic|^* 
reren ab/jcfonberten SUmentenrei^en / fo oft e^ ange^t/ eiit 
(£(emetit/ abet jebe^mol nur einei^/ l^erau^june^men unb ^ur 
93i(bung einer (Eomplejrion ju vcrioenben* 3^^^ ^ini;elne Som' 
plejrien/ bie l^ter offenbar fo oUI Slemente ent^dtt/ al^ e^ 
Steij^en gibt/ l^eift eine 93ariation^forin/ ober au^ tint 
Satiation. 

SRan erj^Jft baj^er aOe ^ariationen gegebener S(ementen^ 
reil^en^ tvenn man jebe^ Element ber erften Steil^emit jebemSle^ 
mente ber jmeiten t)erbinbet; bannj^ jeber QSeretni^ung ber S(e« 
ttiente ber erflen jn^ei SReil^eti/ jebe^ Slement ber britten Steil^e 
l^ittjUfijidt/ unb fo fort/ mit jeber au$ ben Slementen oorJ^er/ie* 
l^enber Stei^en berett^ gebtlbeten Sompre;:ion^ iebe^ Sfement 
ber nd'd^flen 9?eil^e icombtnirt X)ie ?(njal^( ber l^iebei entfle^en^ 
ben 6!ompIejcionen ift ha^ ^robuct ber Sfementenmengen ber 
einjetnen SKet^en. Xit ^ani^e Operation i|l ftlr ftcf^ f(ar unb 
bebarf ba()er feiner wtittxn Srlduterung« 

S3 e i f p i e U Stiir bie 9tetl^en 

A, B, C, D 
a/ b/ C/ d 

. «, ^, cy, J 

ftnbet man f ofgenbe S>ariation^f ormen : 

Aa« Aa|3 Aa<y Aa^ 

Baa Ba^ Bay BaJ 

Caa Ca/J Ga^ Cad 

Daa Da^ Da^ B a S 

Aha Ab^ AbY A b S 

B b a 6b^ Bby Bbj' 

Cb« Cb^ Cby Cbd 

Db a Db^ Db<v D b S 
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A c « 


A c|3 


A c tf 


A c ^ 


B • 


B c^ 


B c (y 


B c J 


C c « 


C c |3 


C c y 


C c * 


D c <t 


D c ^ 


D"c «y 


D c ^ 


A d « 


Ad p 


Ad <y 


A d j^ 


fid « 


B d ^ 


B d 7 


B d ^ 


CA a 


C d /3 


C d 7 


C d S 


Dd« 


Dd ^ 


D d 7 


B AS 



So. 

@teat man bie S(emfitte jeber 9tei^e in etne (etiebi^e 
Orbnung/ fo fantt man aUe er(len/ jmeiten^ britten « . « 
Slemente gemeinf4)aftlt(^ bur(|^ bie 3^id^r i / 2 / 3 • « • an^ 
beuten/ wenn man nut/ um ^ermedj^^Iungen ootiubeu^en/ in 
bte erfte @teffe jeber Sompfejrion bfog S(emente au^ ber etften 
dtei^Cf in bie jn^eite ©telle Hoi Stemente aui ber jmeiten 
ERei^e fe6t tt. f. m*/ wai verflattet ifl/ ba bie in ber Srffdrung 
be(^ 93ariiren^ aui^gefprod^ene ^oxhetungf bte Orbnun^ ber 
(Sfemente jeber einjelnen C^omptejrion ol^nel^in unUti^vt (d'gt. 
SRan £ann ba(ei immer anne^men / bag aUe SHei^en gteid^ vie( 
Slemente ent^alten. 3|t biep nt4)t ber S<^Ii^/ fo litSfit man tt>ieber 
biejenigen €omplejrionen meg / ju wefd^en au^ einer 9tei^e S(e- 
mente genommen werben foUen/ bie bafeI6fl nic^t xoixtli^ oor« 
l^anben ftnb. 

2)iefe5 vorau^gere^t/ erl^(!(t man el^enfafl^ aKe S>ariatior 
nen gegebener Sfementenreij^en^ menn man aUe benfbaren ^u^^ 
fammenflellungen ber S(emente l^inftc^tlid^ ber ©rabe tj^rer 3^i' 
sex bilbet unb bann eine Somplejrion/ fo pft e^ angej^t^ baburd^ 
abdnbert/ bag man jmar bie ndmlic^en Beiijer UiU^dit, aUein 
biefe(ben immer S(emente anberer SRei^en bebeuten (dgt; oDer 
f ihri^er : n)enn man bie Derfdf^iebenen 3^id^^ anfd'n^Iidj^ fo 6e^an« 
belt/ a(if ^e^Srten fte fdlmmtUd^ einer 9tei^e an; au6 benfelben 
aOe mS^n^en Sombinattonen mit S8ieberl^o(un$en ju einer 
Piaffe/ beren S;rponent ber ^n^al^t ber Steil^en glei(§ ifl/ nebfl 
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adeit misti^en ^ermutationifprmen liefer domiinatxoiun iiU 
bet/ unb bann aUe in ber erfleti/ jmeiten/ britten * « • 0teae 
bef!nb(i(^en Seig^i? burd[» bic eutfprec|^enben S(emente bcr erften/ 
jmeiten / britten « .• « SKei^e erfegt. 

®inb bie flege&enen S(ementenretl^en ibentifd[>/ b. ^« 6e« 
fte^t jebe berfelben au6 ben nd'mUd^en Slementen / fo ^e^t ba^ 
93artiren ofenbar in tin Sombiniren.ber Stemente einer tiefcr 
9tet(\en mit S8ieber^o(ungen/ ju einer £(affe/ beren S^ponent 
ber titna^l ber SKei^en gleidj^ 1(1 / unb in ein Qleitfyititi^t^ ^er« 
muttren ber erl^alterien (S^ombination^formen iiber. 

S)a^ ftc^ hit l^ier erfldrte SRetl^obe bed ^ariiren^ aud[^auf 
Un'S^Uet^xtdt, wtnn biefe Operation nur I^infid(^t(i4^ einer be^ 
ftimmten ®umme ber S^iger ber(S(emente Doriune^men ifl, U* 
barf £eined $&emeifed. ^an wixb bann berfe(ben bad (S^omMni^ 
ren ju beflimmten @!immen jum ©runbe (egen* 
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■•■Mi 



Bweitee ^ a p it c h 

(Srflarung einiger avit^metx\^*comhxna^ 

torifd^er 3^i$^n. 



6i- 

«Oet aOen cDm(matortfd[^en Operationcn/ wefd^e im^oU 
genben t)oriunel^men finb/ woaen mir Dorau^fe|en/ ba^ bte 
ftdtt ber 3^id^v <^(^ Sfemente jfjefegten ©rS^en/ in j'eber etn^ 
jflnen Somplejrton mit einanber multipUcirt / ttnb bie Somples 
;rionen felbft ju einanber abbirt merbem @oIlten mir unter einer 
anbern 93orauafe|ung comtnniren/ fo tverben wir e$ au^brtlcF^ 
lid^ erinnern. 

Xie 0umme ber «uf biefe 2(rt erl^altenen SompUjrtpnen 
tooOen mtf toenn e6 Sombinationen ol^m SBieberl^o(ungen 
f!nb/ burd^ (£; menn e^ SomHnationen mit SBteberl^oIun^en 
flnb^ bur(^ €u); enbfid^/ n)enn e^ 93ariationen ftnb/ burd[) 93 
anbeuten/ inbem tt>ir biefe 9iuifftaUn ben neben einanber ge-- 
f4^riebenen/ bur^ iBeiflridj^e ^etrennten/ unb in ^tammern ein« 
j)ef(f)(Dffenen Sfementen t)orfe|en^ 9?ur bann/ menn eine 9te(^« 
nung ftc^ ununterbrodf^en fort auf bie n&mliiftn Slemente be* 
iie^t/ foU e^/ ber ^iirje megen/ oerflattet fepn/ biefelben b(o^ 
einmal anjugeben / unb fte bann l^inter ben genannten Opera- 
tion^ieid^en wegjulajfen* 

$Bei ben B^i^^tt d tinb Sm merben mir bie Somiina« 
tion^flaffe bur$ ben red^t^ unterj^atb |^iniugefd|^riebenen ^(<»^ 
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53. 

2(u< ben in 33 andefleKten Setra^tungen erJ^eKet/ baft 
man tie @umme ber Sombinationen ol^ne SBUberJ^otunsen 
ffir n glemente a,, a,, a^^ • • . a« jur kten ^raffe, kmal 
Jef0mmt, xozxiX\. man btc eomplejrioncn / in ivetd^en ba^ erfle 
element erfd^eint/ bann jene-r in weld^en ba^ jweite/ fetner 
jene/ in meld^en ba^ brttte element entl^alten t(t u. f. w./ 
H^ auf jene/ in weld^en ba^ (e^te (Stement ft(^ beftnbetf ab« 
gefonbert barflellt/ unb alle biefe Somplejrtonen \fx\QiXM(itn 
obbirt. ©er aritl^metvfcj^en 93erbinbuna fiemd'g/ 'xx{, weldj^er wir 
l^ier etemente unb €omp(e>iDnen betra(^ten/ ijl bie ®umme 
bet Sombinationen o^ne SGBieberl^oIungen jur Slaffe k^ in 
wetd^en ein befltmmte^ Stement vorCommt/ ba^ ^robuct au^ 
biefem Sfemente unb Qi^x^ bev @umme ber Sombinationen ber 
ibrijen Sfemente jur ^faffe k — i j bejeidi^nen wit nun ben 
Steft/ welder {urfldEbleibt / roenn man von einer 0umme t)on 
Cpmplejrioiten biejeniflen abgefonbert benft/ bie ein beflimm» 
te^ Element entl^aUen/ baburc^^ baft n)ir btefed Sfement; in 
Sttammern eingefc^lofren, un ter ba^ jtd^ auf atte gtemente be>- 
jte^nbe Operation^iei^^en fe|en , fo linmn xcXx obigen ®a$ 
Mrd[^ folflenbe ©lei^un^ auobritcEen : 

p-^«t, €%_,(*, /a,/a,-...aB)+a,.®k-i (a,/ a,, a, ... a, ) 
... Ca.) <*«) 

t,5t-|(a^^,,a3 ...a.)4-—"+an.(jk— • (a,a,,a,...a.) 
'.) (a.) 

sk . €k(a,/a,^8, ... a. ) 

(£2 



ieHe flit C^ mag ^itv tAi SBeifpier bitntti : 
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47. 

um bie ^nja^I ber (£omMnationjformen )u it^immtn, ntl^e 
fiitnmtti<()e Slaffcn ju eineir gegebenen ©umme barbtetett. 53en 
ntinbert man niKmlii^ iti ben (Tombinationdfcrmen tex kttii 
£Ia|Tc jur SumDie s ben B'iget' tinti itben SUmenteS uin bU 
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nationen jut ^Summe s^la, Dcn Uv ttitm £(affe cngefan^en 
bt^ jur kteit/ nad^ ben £(aiTen gut georbnet 

@o geben j, S. bie in 46 angeful^rten ffombinotionen 
ber ftinften ^faffe jur ©umme 16^ nac^ \)oU6ta4)tcr 8Semn' 
gerung jebe^ B^id^i^^ um i 

II 1118 11117 

110 1127 ^ 11126 

d() 11 36 iii35 

3 8 1145 11144 

47 i2s6 111^5 

5 6 ia35 11334 

119 1^44. ii333 

13 8 « i334 12224 

i3 7 2225 12333 

146 2234 22223 

|5 5 2333 

227 

23 6 

245 

33 5 

344 

itimlid^ bie aufeinanberfolflenben flut.^eotbneten Sombinotion^^ 

fiaffen jur ©umme 16 — 5 = n/ \)on ber erflen Slaffe 
angefangen bi<^ jur ftinften« 

(£^ i|l alfo^ wenn man im' 9Sorl^erge]^enben s+k ftatt t 

^efegt benft, Cj^^ ber Jfu^brucf fiir bie ^fnjal^f ber S^vmen, 

toetd^e in ben erflen kSombination^flafTen jur ®ummes entl^af- 
ten finb. Slimmt man k = s, ober aud^ k > s ^ fo l^at man bie 
iltna^t aller mSglid^en @lomHnationen jur @umme s^ weld^e 

bemna4> f&x jeben flartjen pofiti\>en 2Bert|^ won r butdj^ C^^ 

DorgefteRt wirb. 



ItQt filr C^ fflag ^iec aid !6eirpie( bUnen : 
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47- 

urn bit "ilnia^l bcr Sombinattendfontitit ju befltmrnen/ wtii^t 
fammtli^e Staffen ju tintx QiatUma @iitnme barMetert. S}er< 
minbert man niimlii^ iti bm Sombitiationiformen ber ktm 
piaffe iur 0umme s ben 3<'d'<' ''>^f' H^^n Slementej uin bte 
(Sin^eit , fo ec^JIt mdit, tvie leic^t einjufcften tft/ aOc SombU 
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tortfc^e Operation/ weld^ebte SBert|^e ber verdnbcrlid^en ©rSfen 
fdr f(itmmtlic(^e ®(teber bf$ combinatorifd^en 74:ixtiaM bar« 
bteUt/ nebft ben (Siemtnttn, wox&Ut fte ft^ erfhrecfe/ fennett. 
SBir werben e^ ^ier blo^ mtt fo((^en combinatorif^en 
Tissx^Saten (u tl^un ^aben^ bei toti^en bte Somplejrionen ber 
SBertj^e ber im aH^emetnen ©Itebe beftnblic^en verdnberlic^en 
®rffen au$ ben poftttD genommenen natMid^en 3a^Irn 

0/ 1/ 2/ 3/ 4/ •. • • • ^* 

entfpringen/ unb ba^ ^pftern aller m5g(i$en ganjen poi!ti< 

ven 2(uf[&fungen gewtffer ©(eid^ungen /. melcf^e bie 85^btn« 
iungiglei^ungen ber oerd'nberltc^en ®r6^en ^ei^en foOen^ 
unter ber QSorau^fe^nng barfteQen / ba§ man / in fo fern biefe 
©(eid^ungen mit einanber in Uimm Sufammen^ange fte^en/ 
bie 2(uflifungen ieber ein^elnen mit ben TfuflSfungen ber Abri^ 
001/ fo oft t^ ange^t/ oerbinbet 

2)ie einfad^fle unb nattirlidj^fle SBejei^nung ber 'combina* 
torif4ien 2(ggregate biefer Tlxt ifl bie oon EKotl^e gAvawSfU. 
SRan fd[^reibtoor ba<^ aUjgemeine ©Ueb ein ©ummenietd^en/ 
woju wix ben S3ud^(laben oerwenben moHen; barunter fe|t 
man in ab.9efonberten/ bie dle6)nunQ (let^ begteitenben/ B^iUti 
t>a6 93eriei(^nig ber aU verdnberlic^^ ju be^anbelnben ©r£§en/ 
unb bie S3ebingung^0leic^ungen il^rer SBert^e. Urn ju oermei« 
ben/ baf^ ba^ Qei^en ® auf ©rS^en bejogen werbe/ weld^e 
ni^^t mel^r jum aUsemeinen ©(iebe 'eine^ combinatorifd^en 2(g< 
gregate^ gel^&ren / mirb man biefe^ aUgemeine ®(ieb nad^ bem 
@ummenjei(^en/ tocnn e^ nitffi^ ifi/ in ^(ammern einfd^(ie^en« 

Bur Srld'uterung be^ l^ier ©efagten moUen mir ben in 3^ 
l^ewiefenen @a^/ ber/ wk man leid^t ftel^t/ bie dtebuction eine^ 
combinatorifc^en 2(ggregatei$ auf einen einfad^en 2(utfbrudE au^ 
fprid^t / in Un abfiirjenben ^ti^m barfleDen, 



@ 



a! 



b! 



c! 






, W. == 



nl 



a + ^+c+ ..,=i 



€ntl^(t ba^ 93eriei((^ni0 ader oer(iinber(t^er. ®i'5^en bed l^intei* 
bem @ummenjei(^eti (le^enben onjemetnen ®(iebed« S)arauf 
folgen bie ^ebingungdgteic^ungen/ bcrert ganje pofttioe 2(uflo:^ 
fiingen bie SBertl^e btefer vev&nUvli(fy^n ®r8^en |tnb. 2)te 

a + b •+• c -|- • • « s=: n 

ge]^5rt akr nic^t unter bie erwd'l^titen S$ebtn()Utigdgletc^un ^en ^ 
fonbern briidt 6(o0 eine liiHxiun^ au^z mad (eic^t baburc^ 
erfannt wixhf ba@ bie ©rS^en a^ b^ c • « • unb n im ^Ser-- 
iei^niffe ber ux&nUxlUfytn ®xi^m nicf^t ^oxtemtmn. 

55. 

2(ud bem SBefett biefer 95eiei^nuns flie^en f olgenbe @d'|e : 

1.) @tel^t eitt @ummenjei4^en t)or einem aud mel^reren 

£(ei(en tufammetigefegten an^emeinen ©liebe^ fo fann man 

bad betreffenbe eombinatorif^e Jfj^gregat in mel^rere anbere )erle« 

3fn/tnbemmanbad@ummeniei<^eniebem einielnen biefer £l^ei(e 



Dorf^^t; benn eine ®umme mcl^rerer ©rS^en !atm att((^ o(^ 
etne ®umme abgefonberter ^art^ten biefer ®r8^en betra^tet 
toerben. 

3) Umgefel^rt (affen ftd^ combtnatortfd^e Tfgj^regate burc^ 
^bbttion )>eretntgen/ wenn man ba^ @ummeniei()^en auf bit 
^ntnxM tl^rer. aa^emeinen ®(teber bejiel^t* 

3) (int^\t ba^ angemeine ®(ieb tmi (ombinatortfd^e;! 
'HiStzQaM einen t)on ben oerdnberli^^enSrS^en freien Sa^t^r^ 
fo HtiXi btefer auc^ t)or ba^ @ummenjetd^en gef4^rieben werben ; 
benn er i(l in jebem @(iebe be^ H^^xt^aUi t^orl^anben^ fo(g(i(|^ 
awd) ein factor ber ©umrne btefer ©Ueber ober be$ ^Cj^grega- 
te^ felbft. 

4) Umgefel^rt n>trb etn comMnatorifdj^e^ 2(ddtedat mit ei» 
XitXf ton ben \)er(iinber(i^en ©rS^en be^ aQ^emeinen ©Uebe^ 
tinabJ^d'ndigen ©rS^e mutttplicirt/ menn man biefelbe bem aOge* 
ntfinen ©liebe M gactor beigefeflt. 

5) @inb combinatorifdj^e Sfjgregate/ beren aUj|emeinc 
©lieber in feinem Sufammenl^anae ftel^en/ mit einanber 
ju mtiltipnciren ^ fo ftnbet man \^x ^robuct/ wenn man ba^ 
^robuct ber all^emeinen ©(ieber M ba^ allgemeine ©Heb 
etne^ neuen combinatorifcf^en ^f^gregateil betrad^tec/ n)e(d^e^ ftd^ 
auf bie in 9Serbtnbun^ d^\^%Uti S^ebingung^gfeidj^ungen ber 
Soctoren bejiel^t. S^ ifl ndmHd^ jebe^ combinatortf4^e 2(ggregat 
tlberl^aupt eine iufammen^efe|te ©rSf^e/ unb bad ^robu^t ^u- 
fammengefe|ter ©rSf^en wirb er^alten / wenn tnan feben £l^ei( 
ber einen tnit jebem Sl^eife ber anbern muUipIicirt ,» balder i(l 
bad an^emeine @(ieb bed ^robucted bad ^robuct ber an^emei*^ 

nen ©lieber ber gactoren. ".; 

6) %eftn bet ftd[) in \>tm cSi^mtintn ©liebe etned combt^ 
itatorifd^en ^l^^re^ated ein factor/ xo^li)tx fur [\i) ein combina- 
torifdf^ed 'jf^gregat ifi / beffen aU^eifieined ®(ieb aber burdj^ ben 
jebedmaligenSBertf^ bed anbern/ au^er bem S3ereid[)e feined <S)}xtn^ 
i>teni^id[jend(l^J^enben/ gactord auf feine SSJfife mpbiftcirt wirb^ .% 
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So fdittt man btefen anUvn ^actcx jointer ba^ ®Mmtiien^it^<tt 
he^ crderen fe|en/ unbbtenun unmittelbar aiif ditanbn fol^eii^ 
ibeit @ummeniei(^en / inbem man ape ^cbingung^gleic^unseri 
jufamm^n (eflel^en ((ilfit/ in eined iMfammenjtel^en.< 

S)?el^rere @d|e tlber biefen Oeflcnflanb pnbet man in ber 
mit \)ielem ^^'arfftnne abgefagten 0(^rtft: 

»£l^eorie ber combinatorifcj^en Sntegrale^ erfunben, bar^ 
gefiefft/ unb mit mel^rern 2(nn)enbungen auf bie 2(natpft5 tcr» 
^el^^n pon ^O^inricf^ ^^u^u|liK p 1 1^ e u« f. n>. S7i:irnbers 1820. « 

56. 

SnbeflVn werben (\^f uni in ber golge grS^tentl^eiW nur 
fold^e combinatorifd^e 2(g^regate borbieten/ beren ©lieber aii^ 
einer aQgemeinen %ovm baburcf^ entfpringen^ ba§ man ftatt ei- 
net ein^igen barin ocrfommenben unbeftimmten ®xi$9f oon 
ugenb ciner sm^en |)of1tt\)en B^Ur bie auc^ =3 o fepn fann^* 
4ngefan0en^ bie barauf folgenben (iet^ urn bie (Sint^^it waifs 
{enben 3<^M^n/ ent(t)eber M ju einer feflt^efe^ten ©riiin^e ober 
fxn^ ol^ne Snbe fort fubflituirt £)er(ei combinatotifci[|e ^fsgre- 
gate ftnb )• 95. bie ^o(pnome 

"^1 + A, + Ag + . . . + An 

Ao x'' + A, x^+t + A^ xh+»t + A3 X^'+Bt ^ jc. 

Obfd^on biefelben burdj^ bie in 54 erHdrte S^ejeidj^nun g auf 
fofgenbe Tlvt bargefleOt wcrben tinncn : 

A^ + Aj + A3 + • . + Au = ® Ar 

« 

r+T = n 

Ao x>» -}- A, x'»+*+ A^ xJ^H-'* + A3 x^+3* +JC. = @Ar xM-rt 

• [r] 
wobei ft!ir \ia$ erfte Qp^ol^nom bie in bem ad^emeinen ©Hebe 
beffelben tttc^t ))orEom^enben t)eranberlid[^en ®r6^en er unb r 
{)fo^ bepn^egen ju '^I'ilfe genommen morben ftnb/ urn bie SBer« 
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i^c von r (wifc^en i ttnb n etitjufi^rJnfen/ wetin niati ndmli^ 
ber einmal gemac^teti SSorau^feQung / aOe mtgltd^en gan^en 
pofitivett 2(ufI6fungen ber SBebtngung^dUtd^ungen dI5 bte SBert^e 
ber t)er jnberli(^fn @r6$en aitjufe^rit/ treit bUibett wiO; femer 
ftir ba^ iweite^olpnom ber SRan^el einer SBebiitguitg^Sleic^un^ 
er|tc(^tti4> maiftn foQ / ba$ ber verjnberltc^e B^^B^t r oDe SSer« 
t|^e/ von o angefangetif o(ne Sntie fort er^alten (Snne : fo loer^ 
ben mix bod^ ber(ei combinatorif^e Tigstegatt ni^^t uniwecFmd' 
fig baburd^ anbeuten/ baf wtr ba^ 3^i4^en ber oerdnberli^en 
® r&fe (weld^e wtr in biefem SalTe ben oerdnbertic^en ober 
aUgemetnen 3^id^t ber @Keber be^ betreffen^en combina* 
tortfc^en TiMvegaM nennen wollen) dber ba^ @ummeniei()^en/ 
unb il^ren niebrtglten ttnb ^Sd^fien SBertj^ / beibe burcb einen 
89eiflri<^ von einanber getrennt/ unter bai Summenjeid^en 
f(^reiben. 3fi ber Snbwert|^ be5 oerdnberlic^en S^id^t^ unbe« 
flimmt/ fo rei(^t e^ ^in/ b(o0 ben 2(nfans^mert^ beffetben un« 
ter bem @ummeniei(^en anjugeben. 
Semnad^ ifl : 

A, + A. + A3 + • . . 4- An c= @ Ar 



>«n 



o 

golgenbeauf biefeSQeietd^nung ftdf) griinbenbe Stebucttonen 
fSnnen in ber Sie^nung oft mtt 93ortl^eil angewenbet merben : 

1) Sine (Bxi^Cf meld^e oon bem B^ig^^ ^ ai^dngtr fiiit 
fit beflimmte SSert^e t)on r biefelben S^efuUate/ we(4ie ber 
Seiger r — w Deranlagt/ wenn man flatt r bie urn w oergrSf er» 
Un O0rigen SBert^e fe|t« X)al^er if!. )• $&• 

r r 

A, x^+rt = @ Ar-w x'*— ^H^ 

a) @inb jtvei \)on r wie immer abl^dfngenbe ®r5pen Ar, 
Br einanber gleid^/ fo ift aud^ ^tir einerlei SBertl^e von r^ 



nd 



W V 

A, S= Br 



r 



i« S6. @ A, sa ® Br 



o.n o.tk 



Sent! t4 ijl wt^en A, =: B, au<^ 

Ao = Bo 

A, =B, 

A. = B. 
u. 

An = B. fotslidf 

Aq -f* A, -f- A, -f- Ag -p • • • -y- Aa sss 
= Bo + B, + B, + B, + . . . + B„ 

t » , 

b. 1^. Ar r= B, 

3) 2(u^ bet ©(ei^uttj) At = Br (dgt ftc^/ nad[^ bem fo c(en 
dAtau(fyun 93erfa|^ren / bie ©(eid^un^ 

Aq "~" xVj •y- A^ •■" Aj "f- • • ♦ "I" An ^^^ 

= Bo — B, 4" ^a "^ J^t -j- . • • + Bn 

aUeiten* Urn btefelbe mit ^tllfe ber 0ummenjet(l^en barjuflef* 
(en^ muftipHcire man A, unb Br mit ( — i)' unb ncl^me beU 
berfeill fdr einerlei ©reniwertl^e i»on r/ )« SB. fijir r = o unb 
r=:n bie 0ummen/ fo i|l 

(— 1)' Ar = (— l)' B, 

iDef^e ©(ei^ung^ ba ( — i)' fdr gerabe SBertl^e 9on r ppfttio/ 
tinb fdr ungerabe ^ertl^e negatio mirb/ mit ber obigen jufam^ 
menfoHt. 

4) Seiite^t (td^ ber oerdnberticlfe S^i^er eine^ combinato- 
vtfdj^en 2fgi}regate^ ouf bie ©renjen a/ b/ unb finb Cf c + i 
{met iwifd^en a unb b liegenbe 9lad^baria()len ^ fo (d^t fidj^ bte^ 
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\tB TiM^eg^Cit in )roei anbevf {erfdOen/ wot^on bem einen a/ c/ 
bent anbern c + i/ b al^ ©rentn^ert^e be^3^td^r^ iufommen; 
ba^ ^etpt/ e^ ifl aff^gemein : 

A, = @ A, + A, 

58. 

SQir tt)crben unfere in 56 exUvtt Sejetd^nun^ oft mit gro^ 
^er %equem(ic^!ett aucf) auf ben S<^U aui^be^nen/ wenn in ber 
ftllgemeinen gorm ber ®Ueber eincd ^olpnom^ me^rere unbe= 
flimmte ©rojjen Dor^anben f!nb/ inbent n)tr mel^rere &ummen^ 
jeiclfen / fttr itbe ®r6pe eine^ , ju ^litfe ne^men* 

@^ fep i* 95, ba^ 9>o(9nom 

A^Bo+A^B,+AoB,+A^B,+ +AoB. 

+ A,B^+A.B.+A.B,+A,B, + +A.Ba 

+ A,Bo+A,B,+a/b,+A,B. + + A,B. 

+ A3Bo+A3B,+A,B,+A,B3 + + iL,B^ 

+ A«Bo + AmB^+A„B, + A„B3+../..+A„,Ba 

gegeben/ fo wiirbe ba^felbe/ nad^ 54, auf fof^enbe Zxt U^ 
jeidl^net werben njiljTen : . 

e Ar B. 

[r, s, T, »] 
r + T =: m 

8 -f« 09 = n* 

2(Bein man fann biefetf ^or^nom / tnbem man , ber |o6i^ 
flen ?rnorbnuna flemd'^, jebe l^oriipntate 5eile ffir em ®|ieb 
be^felben geUen Wpt, aK ein au^ ©liebern, beren anflemeini 
gorm 

At B^ + A, B, + Ar B, + A, B3 + A, Bn = 

= A.(Bo+B.+B, + B,+ . , : , . +Ba) 
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b. ^. ® A, B. =« A. ^ B. iff, 



0,0. o.a 



iufammenjffelte^ (etrad^tett/ unb e^ ballet bitrd^ hai 3^<^^^n 

r * ' r • 1 

@ Ar B, = @ |A, ® B. I 

9orfleaen/ woUi bie jt(ammern att^ebrad^t (inb/ urn 

@ [a, B. 1 "^ 

von bem ^robucte ber Zu^htMc 

s 

T • 

@ At unb B^ ju unterfd^eibtm 

gerner fann man aud^ in bem obtgen ^otpnpm j'ebc ))cr^ 
ticaU Sp(umne fur ein ®(ieb be^fetten anfej^eU/ unb 

AoBf -|-A,B» +A^ Bt +A3 Bt -!-••••• ^AnBt = 

= (Ao + A,+A, + A/+ +A„)B. 

ober 

/ r t 

Ar B, == B. e A» 

« 

al^ bie an^emeine gorm feiner ®(ieber auffleSen/ woburd^ man 
auf bie aSe^eic^nuns 

© A, B;=:5 [b, Ar I 

gefdl^rt ivivb* 

9!)?an l^at a(fo fiir ba^ ermcii^nte ^o(t;nom folgenbe tiev 
fpm6o(ifd[ie ^DarfleQun^en : 



Ar B. 


/ 





o,m O/U 




o,it 


S P 




• 


Ar B. 


/ 


@ 


•,» a,m 




O/ll 



S f Ar ® B, I 

1,111 I. o,n J 

5 [b. A,l 



,8 

S>ie ^UntitAt ber ob^rit (met Sormert/ fo tote auif tie bev 
tintern / (d^t ftd^ unmtUelbar au€ 55 / 3) cAUxUn. 

Hui bcr Sbentttd't ber (eibeit untereinanber gefegten 2)ar' 
fteOungert t|l er(Id[|t(t((^^ ba^ man jwei itnmtttelbar auf einanber 
fofgenbe @ummeniei4^ett / bie ftd^ auf ®renjiivert^e ber B^'^8^^ 
Ibejif ^eti/ iit^if^en tt)e(4fen fein Sufammen^ang beflel^t/ mtt^ei:r 
(eJ^aftung biefer (Srenjmertl^e/ segenfettig t^ermed^fern fSnne. 

Siefe 93enuedS^^(ung ftnbet aud[f banti 0tatt/ wenn bie 
©renjioMl^e bed B^'d^^^ ^<ned @ummeniet4iend^ burd^ ben je^ 
bedmaltgen SOBertl^ bed bem anbern Summenjetd^en gel^Srenben 
detgerd beflimmt n^erben / nur unterUegen bann btefe ©renj^ 
ij^ertl^e einer au^ tl^rer geoenfeitigen TibJ^dtiQighit Ui^t erEenn- 
baren QSerJnberung/ wU au6 nad[^ftel^enbem Seifpiere ju er^ 
fef^en ift. 

Sd fep tide ^olpnom 



+ A 






x^+t 




X»»+3^ +K. 



Xh+rot 



+ A, Bm-a 

"4" • • • ♦ 
-f^ Am-iBi 

-f-Am B^^ 

gefleben/ fo ftnbet man badfetbe, in fo fern ed aW ein 2(ggre: 
gat ^orijontaler SReil^en bettiac^tet n)trb 



s @(A. BoxM^*+A, B,x'»+C+Ot+.....+A. Bm-^xH-«t) 



o.m 



• r 

® ® A, Biu-,x'»+ 



0/in tfttk 



'fc =s ® jA, ® 



® B^-,X'»+ 



>rt| 
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@i((t man diet hie^ei ^ol^nom dti ein TtssxtQat vtuU 
co(rr Solumnen ati/ fo (titfprid^t i^m ba< 3«t<^*>> 

e A, B,^x*+'» ta fx*-*** ® A, B,^l 



0$ Ufkc^t olfo au^ hie ©(eid^ung: 

Urn einen S^eif biefer ®(ei$ung / j. 93. ben iweiUn, au^ 
bent anbern aBjuIeiten/ o^nt ber oorlduftgen Sntwideliing eine^ 
iebeti 2(ggregate^ ju ben5t(tgett^ wivb man im erfien Sl^eile bcr 
©(eic^ung/ oerm5ge 55/ 3)/ juerfl bte von r tinab^d'ngi^ 
©r&^e At Winter bad jweite ©ummeniet^en fteDen; bte nun 
tinmitte(6ar ouf etnanber fotgenben ^ummenjeic^en oeriDec^' 
fe(n/ unb Bebenfen^ ba^/ wenn frd^er s aOfer ganjen pofitioen 
93ert^e/9onoan^efdngenbi$mf(i[^tgn)ar/ unb raQe ganjen po« 
fttit>enSBert()e/.von bem* jebedman^en SBertl^e bed songefangen 
bid m tx^ittt, nun, ba mit ber 83efltmmung oon r angefangen 
»irb, biefer Beig^t aQe SBertl^e t)on o Bid m erl^aKen fann ; ba^ 
aUr, »ei( frd^^r r ni4|t unter btm jebedmattAen SOBerel^e von s 
anfing / je|t umgefe^Vt s ben jebedmatigen SSBert^ oon r ntc^t 
dberfd^retten barf. Snbti^ wtrb man ben oon s unaB^dngtgen 
gactor x^'+rt jwifd^en 6etbe @ummen)etdS^en fe|en. 

SBoDte man iebo$ bte in 54 audeinanber ^efegte SBejefc^' 
nung braud^eu/ fo milite man obiged $o(pnom fo barjieOen: 

A. Bw x'^-H^ 
[8, w, r, «] 

r -f- * ^ ™ 

8 4*^ = ^* 

59. 
©er Snbeflriff ber Sombinationen n gegebener gfemente 
A.^A^/Ai/A^..* An mitSSieber^oIungeniurhten^taffe 



8o 

U^t fl(^ unUx ber ®eflatt eine^ comSinatorif^en Xggr^gat^^ 
barfl^aen ; eint iSemerfun^ / bie un6 in ber Sof^e 6fter^ nfl|^ 
Jid[^ fepn mirb*. 

$&ilbet man nitmfid^ bief^ (Sombinationen/ fo eir^Jft man 
erflUd^ (Eomptejrtonen / in n)e((([en ein beflimmte^ Sfement/ 
J. 93. A, gar nidj^t vorfommty* bann fo(4ie; in ml^enei imaf/ 
2ma(/ 3ma( • • • eniffaiten ift/ enb(id[^ eine Somp(ejrton^ in 
tve(4fer 6(0^ biefe^ Stement/ alfo kmal/ erfdj^eint 3^be ber ge- 
naiinten ©attungen ber Sombinationen U^t wieber 2(btl^ei(un' 
gen in ^e^uc^ auf bai^ 93or{ommen'etne^ anbern Slemente^/ 
j« 93. A, ju/ unb fi!ir jebr biefer 2(bt()et(ungen gibt e^ wieber 
Unterabtl^ei(ungen in^infi^it auf ein brititeij ^(ement u. f. »>• 
2)a bei bem SJfuItipItciren ber in einer €omp(eirton beifammen* 
fle(^enben (£{fment^auliebem berfelben eine ^otenj entfprin^ti 
ber^n S;:ponent anjeigt/ mt if^ biefe^ Slement in ber (lorn* 
VteA'ion \)or^anben ifl^ woUif menn ba^ Stement in ber fo 
eben betrad^teten (Complexion fel^U^ bie ber (Stn()eit gtetdfye $0-. 
ten) berfelben mit bem (Sjrponenten o ^ti fe|en i|l/ fo Jie^t man^ 
ba^ bie iSilbung affer Sombinationen ber S(emente 

Aj / A^/ Aj/ A^ * « • An 

mit SBiebevJ^otungen jur kten ^(affe/ aU bie ocaflanbige S)ar' 
flellung a0er ^dfte betrad^tet n)erben tann, tpetcf^e bie ^orm 

At Aj AS A4 ••. a; 

wnter ber Sebingung tiefert/ ba^ man flatt a/ b^ c/ d « • . g 
aQeganjen pofttioen 2(uf!Sfungen^ o mit eingefcf)(offen/ we(4^e 
ber ©(ei^d^ung 

ientfpred[^en/ fe^t* 



€<J^ifl:.ba^er 



B .c .„ ,, 



6rOk (A,, A,/A3, .♦, An) = @A^ A^ A^...^^ 

[a, b, c . • ♦ g] 

a+b + c4-».*+ g = Ii 
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Urn afle oben ermd'^ntcrt gd'fle ju erfd^Spfen , jvirb man 

fdimmtU^e Sombinationen ber SUmente O/ i/ 2^ 3 mi( 

aBieber^otungen jur ^fajTe n unb jur ©ummelj auffuc^en, unb 
tie (SUmente jeber einjctnen CompUjrion in alien mSglic^en 
93erfe|ungen ben ^actoxen be$ ^robucte^ 

all Sxponenten beilegen* 

Die ®umme ber B^^S^^ ciOer in ber domplepion 

A, A^ A3 ••« Agj 

flel^enben Slemente betriilgt offenbar 

a4-9b4-3c-f-.*^*f~^S Sinl^eiten. 
Silatfo ber Snbegrtff ber Sombinationen mit SBieberj^or 
lungen jur ^(affe k unb jur @umme s fitr bie Slemente 
At^ A,^ A^ f • . .An bur(|^ ein combinatorifd^el %9dre$at 
auljubriicFen/ fo mu$ ber oben angegebenen ^/Bebingunglglet.- 
^ung no(^ bie jn^eite : 

beigeffigt werben. SRan l^at bemnac^ 

e<(A./A,,A3M-A„) = ®A^ A^ A;._ A^ 

[a, b, c • • ♦ g] 
a4- b+c+,.+ g=k 
' a-}-2b+3c-|-««+ngs=:s 

^erlangt man bie @umme aHer SombinationlCfaffen bie« 
fer (Slemente l^inft4^tUd[^ ber^Seigerfumme s, fo bleibt bie @lei« 

a+b4-c4-...+g = k wedf iinb e^ tflt 

a;tt>"(A.,A.,A3.».Au)=0A; A,^ A3^••A; 

[a/ b, c, ♦• • g] 

a-f- 2b4-3c+***-J*'^S==* 
0oU|iebe C^ombinationlform ber erwd'l^nten ©atfungen 

no(|^ mit ibrerjugel^&rigen 93erfe|unglial^l multiplidrt werben/ 

fo (at man , rx)ei( bie 93erfe^unglial^( einer Somple^on ivie 

5 



1 



Sa 



a: A^ A;...A>o6«a4.b+c + ... + g = kifl, 

m^ 12 bteSorm ^\ ^ anmmmt, 

aJ.b! c! ic. g! 



hit Sleid^un^en: 
j>ewk(A,,A,,A3...A„) = 



a: A^ A«.,.A« > 



a!b!c!M>g! 
[a/ b, c « . . g] 

a + b -|- c+ . . . + g = k 



J)€n»'(A,,A,A, ...A.) = 

a.'b'clic. g! • • ^3-«'A. 
[a, b/ c . ; , g] 
«>+ b + c + .. . +g - k 
a+ab + 3c + . ..+ng = s 
p(rn>.'(A,,A„A3...A„) s= 

« (a+b4-c+..+g)f ', 

a!b!c!w. g! • » ^^a'-'A. 
[a/ b, c . . . g] 

a4-3b + 3c+ |-ng = 8. 

SBottte man in bem re|t«rn gatte flatt a + b + c + . .... + g 
ieii^nd&datenkJeiHarten, fp mii^te man k in bar««- 
iw*mneifW(!ub«rii«^en®r60enaufne^men, unb bie ®tei. 

J«n3 a+,b + c+ g = k Jiniufaaen, w^lj^e ater, ba 

jle ^itv Mof ein« mWrjung au^briJrft, bie 3fufri^f«naen bet 
t«w« ©prl^anbenen »ebin(juna«j}rei4>utta 

.a+b4-c+.,..,-f_ng=r8 

nid|>t mobiftcirt 
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tmmmm 



3) r i ft c e ^ a p i t e r» 

2(rif^mettf bee ^olpnotnt. . 



vfine ber vorjiign^^lien 2(ntt)enbungen ber G^om(inatii>n^.' 
le^re auf ben (£a(cu( beflel^t in ber t^oKfidnbigen 2(ufl5fun^ bec^ 
SiRuUipUcation^^^ 2)it)tfton^- un() ^otenjirun^^ -- 'Problem^ fiir 
befiebtge ^olt^nome, in ^Bejug auf we(cl[)e ^robfeme baiJ ^ewSl^n- 
Ii4^e%erfal^ren ber^ritl^metif nod^ t)ie( ju miinfc^en iibris Id'^t. 
2)iefe^ 93erfal^r2n ijl nd'mlid^ ein recurrirenbejr, b^ |&. 
ein fo(d^e^ / mittelfl welcl^em man ein f o(genbe^ @Iteb be^ be* 
abjld^tigten 9tefu(tate^ nur bann zx^iXi, U)enn ade t^orj^ergec 
l^enben ©Keber bereit^ bered^net ftnb. S^ l^anbeft ftd^ alfo nod^ 
iim eine inbepenbente 2(ufl6fung gebad^ter q)robreme, burd^ 
n)e(c^e man in ben ®tanb gefe^t mirby jebe^ einjefne ©Heb be^ 
Stefuttate^^ unabl^anjoi^ t)on ben i!ibrigen @(iebern^ fur fic^ 
allein ju erjeugen* ^ieju ifl aber \>\t, nur auf combinatprtf4)em 
SBege erreic^bare/ genaue ^ehntni§ ber im 9tefu(|ate DDrJ^anbe-- 
nen ©ruppivung atler \\x bemfefben beitra^enbeh gfemente 

unerld^(id[>. 

6i. 

?JBie werben im gof^enben erfllid^ blo^ fold&e ^ofpnome 
betradj^ten/ \>^\ wcld^en aiif nid^W beiter gefel^en wirb/ aU bag 
fie au^ S^eiten burd; 2(bbition ober ©ubtvaction jufammengefelt 
finb/ unb beren' attgenuine gorm 

g 2 



«4 



A«+A,-f A,+A, + ♦ • • +A- =®Ar 



o.n 



t|t/ wobei Ao^ A^/ A,^A, «« « An wa^ immer f]!r einfad^eober 
ju(ammengefe|te @r&gen anietgen; bann aber werben mtr un« 
fer 2(u^enmerf tn^befonbere auf jetie ^otpnome ric^^tett/ tt>eli^e 
nac|) ben ^otenjen einer ©rSge/ bie tDtr bte ^aupt(jr6^e 
nennen woUen, jjeorbnet finb^ unb bet iDetd^en bte Sxponentm 
biefer ^otenjen eitie' aritl^metifd^e ^ro^reffion bilben. Siefe 
lectern ^Dlt^nome ftnb unter ber .'allgemeinen gorm 

Ao x'' + A, xfc+t+A,x^+«* H-Agx^-H* + . . . +An xJ»+'»*= 

r 
= @ Ar X^+rt 



•*« 



of 



begriffen / wobei h / t waS immer f&v ^atlje ober gebrcd^ene 
poptive ober ne^atm S^l^ten, unb Ao^ A,^ A,, A, .• . A 
wa^ immer fdr .etnfadf^e ober jufammengefe^te ®r5§en ^ bie x 
ni<i^tentl^a(ten/ vorfleaen. Q3ei b^r Sted^nung mit ben'genann^- 
ten ^ofpnomen mirb ei barauf ctnfommen / aDe 9tefu(tate na^ 
^otenjen ber namtid^en ^aupt(ir3§e ^ecrbnet {u evj^atten. 

Uebrigen^ werben fld^ bieJWed^nung^regefn fur ^olpnome 
von ber gorm 

Aj, Aj 4- A, + A^ + • ♦ * + An 

aud^ aul jenen / n>e(d{^e filr bie nad^ einer ^auptgvS§e georb? 
neten ^ofpn^me gelten/ ab(eiten (afTen/ ba (e^tere ^olpnome 
in erflere dberge^en , fobalb man bie ^auptgrSpe ber Sinl^eit 
gteid^ fe|t. 

3SuItip(tcation ber ^olpnome. 

62. 
<Stnb mel^rere ^ol^nomef mie 

Ar =4 Ao + A, 4. A, -l- A, + . . . + A„ 
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@ Br = B, + B. + B. + B, + ..-- + B. 



t 



Cr = Co + C, + C. + C, + . . • + Cp 

tt« f« tt>« 
mit einanber ju muttipliciren/ fo ftnbet man, ber Qttoi^nli^en 
9)7u(tip(tcation^vegeI demd^^ t>ai ^robuct b^rfeKen/ menn man 
i|uer(t jebe^ Olieb b«^ erfien ^olpnom^ mit jebem @(iebe be^ 
(meitm muUipticirt/ bann ju jebem ber erl^altenen ^artialpro' 
biKte jebe^ ®(ieb be^ britten ^olpnom^ a(^ SRulttpIicatDr l^in« 
{ufii^t/ unb fo fort/ auf biefelbe 2(rt/ bie ©(ieber be^ oierten^ 
filnften ^of^nom^ u. f. to. in bie Sted^nung einfAl^rt 93er« 
gleic^t man biefe^ 93erfa^ren mit bem in 49 gelel^rten'bel 93a« 
riiren^/ mit SBerMfid^tigung ber in 5i gemad^ten 93orautf« 
fe^un^en/ fo jeigt e^ pdf^ ba^ ba^ ^robuct ber gege(enen $o« 
Ipnome mit bem 3nbegriffe aQer 93ariation^formen iiberein^ 
fiimmt/ iu n)e(d^en man ge(angt/ wenn man jebe^ ^olpnom 
al^ eine ab^efonberte SReil^e oon Slementen^ unb bie ©lieber 
fee^felben aU bie Slemente fel^fl (etrad^tet. 
(£6 i|l a(fo : 



® Ar\ ® Br . @ 



T £1% j^o^A-x/At/Aj ••• Am"! 

3 C, . i(, = g554B,,B.,B,,B. ...B. \ 

lCo^Ci/C,/C, ••.Cp J 



63. 

Q^ fepen nun bie ju muUiplicirenben ^ofpnome 

@ A, xH^ =3 



o.m 



® b; x''+'* = 

* %8 B„ x* -f B^x^+t+B.xH-t +B,xk+8« +. ..+B. x"-*** 
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Cr X^+'' = , 

u. f. w. 
fd'mmtlic^ nad[) ben ^otcnj^en ter iiiSmUcl^en ^auptgrS^e x ge« 
orbnet^ berett in arttl^metifc|;er ^vogreffton fortfc|;rettenbe S);^ 
ponenten eimxUi X)tffere^i t entl^a(ten« 3)?an oertangt ba^ 
^robuct ebenfaU^ nad^ ben ^otenjen \>on x i^eorbnet. 

2Berben bie gegeienen ^otpnome nadj^ bet Qttoi'^nli^m 
ERegel mit einanber muItip(Uirt/ unb tvirb irgenb ein ®(ieb be^ 
^rDbucte^ berfelben bettad^tet/ fo ifl biefe^ offenbar m $<tr« 
tiatprobuct aii^ ir^enb einem ®(iebe be^ erflen ^ot^nom^ mit 
ir^enbeinem ©Uebe be^ ^meiten^ ferner mit irg^nb einem ©liebe 
be^ britten u* f. lu. S^ fep nun 

Au x'»+« ba^ ® Ueb bei erflen , 
Bv xk+^* ba« ®rieb be$ jmeiten , 
Cwxi+^* ba^ ®(ieb be^ britten ^olpnemd 

u* f. w. 
iue(d^e^ jiur Silbun^ be^ ermdl^nten ®Uebe^ tm ^robucte afl$t 
^otpnome mitgeroirft ^at/ fo i(l le|tere^ ®lieb 

= Aa By Cw . . ♦ x'»+>'+^+ . . . + (0+V+W+ ♦ . . )t 

ober, wenn man u + v+w+ .*• = r fe^t, 

= Au Bv Cw . ♦ • x''+k4-l+ . . . H-rU 

^ierifi r bie ein^i^e ®rSpeim Srponenten \>on X/ toeU 
6)c Don einem ®(iebe be^ ^robucte^ ber ^olpnome jum an^ 
bern einem SBedJ^fel untevliegt. X>a aUt r jugleid^ bie @umme 
ber ben (Soefficienten An, By, Ci,^ • « • anHebenben B^id^^ 
^orflellt/ fo ent^alten aHe $artia(probucte^ ftlr welc^^e biefe 
3eid^rfumme bie ndmlid^e ifl/ ejnerlei ^otenj Don x ^(^^actor/ 
unb werben/ luenn man ba$ ^robuct ber $o(pnome na^ ben 
^otenj^en von x orbnet/ in ein ®(ieb i^uf^mmengeflettt* S3eben!t 
man nutif ba@ bie @(ieber be^ ^robucte^ mej^rerer^olpnome^ 
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f D mte fie (tdj^ (ei bem QttoS^nliifen SRuUipUciren er^eben / bte 
93ariatton^formen ber ^olpitomc jtnb # beren @(ieber aU S(e^ 
mente auftreten ; ba^ folgli^ bte Soeffictenten ber f>otenjeit 
Don X a(^ ^artation^fermen ber Soeffictenten biefer ^otenjett 
in ben einje(nen ^olpuomen erfd^etnen/ fo jtel^t man, ba^ 
ieim ^el^Srtgen Orbnen be^ ^robucte^ ber ^olpnome eiite be« 
(limmte ^otenj ber ^auptar6§e {• »- x»»+'^+i+ . ♦ . +« ben^n- 
begriff ader ^ariation^formen ber. Slementenrei^en 

■^o' "^i' -^a' -^3/ • • • "A-m 

^o^ Bif B«/ Bj/ c . . Btt, 
Co/ Cj/ Cj/ C3/ . • • Cp 

u. f. to. 
for bte @ttmme r pm Soefftcienten erl^d'ft 
. 2)er mebriglte SBerti^ oon r ifl o / unb ber.^mte ift 
m -f- i^ + P • « • wA^t @umme tpir = s fe|ett looOen* (&^ 
txdibt ft4 alfo bte ©(eid^ung 

@ Ar X»»+'« . @ B, xfc+« . @ Cr XH-'* . •* = 
O/iB o^n •«p 

r ^ jAo/ Aj/ A^^A^ ••• Am I 

3n bem ibefonbern S^Ite^ w^nn 6lo$ jwet ^olpnomef wie 
@ Ap x>»+'* unb Br x^'+'t 

nitt einanber muftiplicirt werben fotten / t|l ia6 ^robuct ber fo 
e6en entmicferten S^^^^^^I dm&^ : 

= @ SQrPo/A,,A„A3.*.A„l ^^_^^^^^ 

lB^,B,,B,,B3 ...Bo J 

woUi s = m+D gefegt mirb. 



c3i» 



Mm ii ifl ojfenbat 

rAa^Ai,Ajj,Aj ...Ami _. 
iBo/Bjf B^/Bj .♦• Bn J 

=5 AoBw+A,B._» + A.Br-_. + A,R-3 + K. 

4.A,-iB,^A, Bo 

= ® AwB,w-w 



o.r 



r r . » r w "I 

® Ar X^'+rt • Br xM-rt =5 @ lxl»+H'* @ AwBr-wj 

65. 
fSBir luoUen na^ bev l^ier gege(enen SRetl^obe nod^ einige, 
in ber 2(nwenbuna ftfter^ ©orfowmenbe, g^robucte cntwicEeln: 

- 1) e^ ifi 

(a+x) (b+x) (c+x)(d+x) • . . = @^ i b , I }> X' 

U, ij 

n>ie man (etd^t jtnbet^ wenn man in ber aUgemeinen STtuUipti^ 
^ation^Jformcl (63) 

Ao = a, Bo = b/ Co = c :c, 

A, = B^ = C, = ic. =? I 
Aa = B, =fe C^ = K. =s o 

A3 = B, = C3 :^ «. = Q 

tinb bie 2(nja^( ber binomifc|>en gactoren = n fe|t 

aSei bet iBilbung ber 53ariation^fovmen er^aften bie g(e» 
mente a, b, c, d . . . ben Seigev o, nnb ba^ atlen SHei^en 
gemeinfd^aftnd^e jmeite Slement 1 /ben Better i. 
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9)?an erjeugt abet unter tiefer 33orau^feguti^ aUe 9Sa- 
riationen ber n SKet^en 

a, 1 

C/ I 

^ur ®umme r/ menn man auf atte m&gltct^en 2lttert ha6 ixot'm 
glcment t?on r JKei^en mit ben erjlen Slementen ,ber ilbricjen 
n — rSteil^en muUipUctrt/ cbern^eK rrian ben factor i bei bem 
SnuUipHciren nic^t ju jberMjld^tigen brauc^t ^ rnenn man , fo 
oft e^ angel^t, ba? ^robuct t)on n — r ber n glementf a/ b/ C/ d « . . 
barfleQt X)ie^ l^ei^t aber aOe Sombmattonen ber n Slemente 
a^b^C/d*«* jur Slaffe n — r D^ne SBieber^oIungen bilben, ba» 






== Sn^r (af b, c, d« ♦ .) 



folgric^ 

A 
(a+x) (b+x) (c+x) (d+x) . . . =i ® (£:„--, (a, b, c, d . . •) x' 

^r rssii/ gel^t Gb— r (a, b, C/ d .. .)inSo (a,b,c, d,,.) 

ilbet; unb bafitr mu^^ einer bereit^ in 53 gemacj^ten SSemerfunj] 
iufolge/ bte Sinl^eit gefe^t loerben* 

2)a^ l^ier gefunbene ^robuct erfd^eint/ wenn man ba^ 
®ummenjei4)en we^fd^afft / nadj^ ben fletgenben ^otenjen i^on 
X fleorbnet Urn e^ na4^ ben fanenben$otenienber.^auptdr6fle 
georbnet ^u er^aUen/ fege man r =£n — yf, wobei w ebenfaO^ 
ader ganj^en pofttioen SBertj^e oon q angefangen bi^ n fd^ij^ 
ifl^ unb e^ n)irb 

(x+a) (x-f-b) (x+c) (x+d) • . . = ® Sw (a, b, c, a • • x»-*' 



o.a 



«)0 

(1 + a x) (I + b X) ( I + c x) (i + d X) . . . = 

@ssi;;cT' 



U,dj 



n)oBet bte }(tt}al^( (inomif4^er ^actoren = n gefe^t wixh. 

93ei ber S3i(t)uii<^ ber 93ariation^formen (iei^t bem alien 
n dtetl^cn 5emeinfd[^aft{i4^en erflert Sfemente 1 ber B^^S^^o, unb 
ben jmeiten Slementen a/ b/ c/ d «•. ber 3^id^^ ^ jumSrunbe. 

SiRtttelfi d'l^nUc^er ©d^ItifTe/ mie in 1)/ jinbet man: 




1, a 1 

1, b J^ = Sr.(a, b, 

1, c j 

1, d J 



c; d • • * ) 



balder i(l 

r 

(i+ax) (i+bx) (i+cx) (i+dx)* . • = Sr (a, b, C/ d« .)x' 



o^n 



06. 

@e^t man in einem ber jmei fo eben entwicEelten ^robucte 
X = 1 / fo finbet man 

(i+a)(i4-b)(i+c)(i+d). . . = Sr (a, b, c, d... ) 
ober n)enn man bad er|le ®(ieb bed ^robucted and ber @umme 

r 

aller ©(teber bedfelben l^eraudl^eSt ^ 

r 

(i+a) (i+l>) (»+c) (i+d) . .• = 1 +@ gp (a,b,c, d*. . ) 

Sd ifl balder bte @ummea(rer Combination d« 
ftaffen ber Slemente a, b, C/ A . * . gteid^ bem 
urn bie Sinl^eit oerminberten ^robucte 
(i+a) (i + b) (i+c) (i + d) • . . 



1 



2)iefer ®ag fd'^t fid^ auf bt^ S^efliminun^ ber ^Tn^ol^t orier 
Si^iforen eitier ganjen 3al^I, beren einfa^c gactorew ge^^ben 
finb, anwenben *)• ' 

i&$ ent^alte tie ^a^l N bie unter (\^ t>erfdi^iebenen ^nm« 
ia^Un A, B, C, • . . F, G, . . . K 

a mat/ bma(/ cmal • « • final/ gma(. . • km^l 
al$ Sactoreri/ fo ifl: 

N = A*BbC«. . • Ff •Gb. • . K^^ 

Sin !&it)ifor t)on N fann hinc anbern einfadj^en S^^toreit 
al$ A/ B/ C « • • K unb \>on feinem berfetben etne ()o^ere 
^oten.^ a(^ in N t)or(ommt/ ent^atten; unter btefer ^ef^van= 
f ung ijl aber jebe 3<i^I ^on ber gonn A« B^ C* . . • cin S:^et- 
ler Don N. 

Sill man nun cincn Dioifor ber Sal^IN bilben, beffen 
etnfadf^e gactoren btop in r gegebenen au^ ben ^'Vtmja()ten 
A, B, C ♦ . . F, G . • .* K i. 83. in A, B, C . • ♦ F be* 
fteJ^en/ fo tmn man l^ie^u entn^eber bie erfte ober bie i^tveite 
obcr bie oritte u. f* U). ober enhU^ bie ate ^otenj t)on A 
nel^men; in jebem biefet %dU9 tann man einz ber ^otenjen 
B/ B»/ B' ♦ • . B'* artgactor J^injufiigen/ unb juieberSom^ 
bination ber ^oteni;en ton A unb B fann eine ber ^otenjen 
C, C% C^ * • ♦ C*^ aU gactor ^injufommen u. f. ro. g^ 
fann alfo ein £)it>ifor von N/ in n)e{c|)em b(o^ bie r ge^ebenen 
^rimja^IenA, B, C . • . F erfd^einen, auf fo t>ie( t)erf(|)ie- 
bene TivUn erjeugt werbeu/ aW ba^ ^robuct ber r biefen ^rim- 
jal^ten ju geflattenben I^S4^^en Sjrponenten ndmUc^^ a. b. c. • , f 
Sinl^eiten entl^aU. 2)ie2(ttital^( berSit>iforen t)on N/ n)e(d^e fic^ 
uberl^aupt auf r du$ ben ^rimjal^ten A, B^ C . . • K bei^tej^eu/ 
tt>trb bemnad^ / xoenn biefe ^rimiial^(en nac^ 93e(ieben l^ie^u t)er:r/ 
n>enbet werben fSnnen/ burd^ bie ®umme ber (£ombinationen 



f) X^tefe ^nwenbung mutbe mtt ^on meinem t^ete^rfen Sreunbe , 
•^errn (Salomon/ ^rof. am f. f. poIpt<c$nif4ien 3<if^itute, mita 
$et^et(t 



9^ 

t)er Sjrponenten a/ b/ c * « • h jur rten Afaffe/ ol^ne SSBie- 
ber|[^o(ungen/ au^^ebrilcEt. 

^ierau^ fo(gt^ ba@ bte 2(nial^r aQer mSsIid^en bie Stnl^eit 
itbetfleigenben 2)iT)tforen Don N burd^ bie ^urnme aQer Sombina- 
ttcndflafTen ftlr bieSjrponenten a/b/ c« • .k angeteiflt wirb. ;Dtefe 
Tfnja^I i|l bemnad^ = (»+«) (i+b) (i+c) . ♦ ♦ — i. 

SRe^^net man aber andfy bie Sinl^eit ju ben X)it>iforen ber 
3a^l N/ fo erl^aU man filir bie Slnjal^I berfetben ben 2(u^brucE 
(i+a)(i+b)(i + c) . • • 

67. 
2(ud^ ber Quotient 

1 



(1 — a x) (1 — b x) (1 — ex) . . . :c* 
fann naSf bemjrfl^er erfWrten SSerfal^ren entwidfett werbem 
Xuv^ ha$ Qctoi^^nii^e 2)ioi(ipn<jT)erfal^ren ilberjeuflt man 

114^ nd'mUd^ ol^ne ®^mieirigEeit^ ba^ ber 95tu^ _J — burd^ 

1 — ax 
bie unenbnd^e SRetl^e 

i + ax + a*x*+a'x*4"a'*x* + U» 

au^gebriicEt wirb. (&6 i(t baj^er 



it>lSii^ 



1 
1 ax 


= @ a' x» 



&en fo ergibt ftd^ 




1 


=s ^ b' xc 


i-bx 





1 
1— ex 





1 


» f* to* 



^1 > 



(i--ax) (I— bx)(i— ex) ♦ . . 2c. 

r V r 

ss ® a» x» ♦ 0b» x» • c' X' ♦ • . tc. ss; 

• o o 



r ra'aVa«,a' ...1 

i6et ber 93t(bung ber 93artation^fotmen btenett bie Sxpo^ 
nentett ber €(emente ^ugleidl^ a(^ tl^re 3^td^^« 



Z)er 2(u^brucE 



ra%a',a%a» ...1 
«j5'Mb',b%b3...l 



t|t offenbar ber Snbegriff ber ^dde^ lu^Id^e ba^ ^robuct 

a« b^ c^ • • • 
unter ber 95orau^fe|un0 barbietet/ baf bte Sjrponenten 

d/ b/ C/ • • 
fletd bU @umme r au^mad^en ^ iibri^en^ a6er aHer SBertl^e / 
tie in ber mit o anfangetiben natflrlid^en 3oil^^^nreil^e tie^en , 
Wiflfmb, b. 1^, ed ifl 

ra%aVa«/a« •..! 
§J5'^b%b«,bSb9,..J> = ®a«b^cf... 

K. o-j-b + c+ . . . = r 

^ 2(aein2^, tote^au^ 59 erJ^eDet/ ifl auc^ 

Cwr (a/ b, c ♦ • .) = a« b^ c« , . • 

bal^er]be(tel^t bie ©(eid^ung 




{a%a',aVa*---l 
b%bVbVb^--V = 



SWr (a, b, c . . ♦) 



unb e6 ifi 



(i — ax) (I — bx) (1 — ex) • • • 2C. 



= <S Sw» ^a/ be. Ox*" 
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25eifpiet. SWan Derfangt ba^ ffinfte ©rUb bed Ouo-- 

tienten 

• 1 

(I — a x) (i +5 X) (i — 6x) 

Siefed ®Iieb entl^d'ft x* aW gacfor. Um ben Soefficienten 
be^fe(6en i^u {tnben / luirb man bie ©umme bet duaternen mxt 
SBieberl^oIungen fix bie ^(emente 

+ 2, — 6, + 6 auffud[>en. 

2^te CluaUrnen felbfl ftnb: 



2*= l6 

— 2' .5 = — 4o 
23,6 = 48 

2',5"=s 100 
— 2*,5.6 = — 120 



a^6»= 144 

— 3 .5^= — 25o 
3 ,5". 6 = 3oo 

— 2.5 .6«=— 36o 

3 •6»=5 432 



5*= 625 

— 5^4 6 = — 760 

5«, 6»= 900 

-5 . 6^=— 1080 



!Die @umme biefet £luaternen (etragt 1261 / balder tfl 
tai uvlan^te ®(ieb =; 1261 x*, 

^otenjirunfl ber ^ofpnome fix datiii 
pofitioe Sjrponenten. 

68, 

@on ein ^ofpnom/ beffen ©fieber nic^t nod^ ben ^oten> 
jen einer i?auptgr8ge georbnct finb* wie . , 






ID 



o^m 



auf bie nte ^otenj erl^oben werben, wobei n eine ganje pop* 
ttoe ^a^i dtnexQtf fo braud^t man nur nad^ ber in 62 oor^e* 
tragenen gormef bad ^robuct t>on n g>o[pnomen ju fw^en/ 
beren jebed bim Dor^elegten QU\(fy i|l. 
^an ftnbet bemna^j^ : 

i- r ^^ ^1^^ fAo, Aj,A^, A3 . .. A,n| v^ 

I® Ar J" = JJ5<{Ao,A,,A,,A3 ... A™ J> 

JAg/Aj^Ag/Aj .«*AinJ 



2C. 



<)5 
OTcirt/ wie in 52 gcjeigt wutU, i(l 
^^ |Ao/ Aj^A,/ A3 «• • Ami 
^5 "i^o/Aj^A.^Aj .*♦ An.U=pewn(Ao,A,,A,,A3...Am) 

IAq/Aj/A^/Aj «•• Am J 

taj^er l^at man : 

I® Ar I .= peWn (Ao/A^A,,A3...Am) 

tinb btep iff ber fogenannte pott^nomifd^e Se|^rfa| ober 
tie ^ol^nomiarformel fiir einen ganjen pofttioen SjT' 
ponentem 

69. 

S02an fann btefe So^^^^I ^^^ <^uf <^nbere^ jur Sde^nutiQ 
l>equemere; ©eftalten bringen* 
' di ijl ndmlid^ (69) 

|>ewn (Ao,A,,A„A, ...An >«@ .._^' ;A*oA^.A^.A« 

[a/ b^ c « • • g] 



f® A,l" = 



n! 



@ ,., , — , A! A" A!...A5. 
a ! b ! c ! t(. g ' 



o 1 s m 



[a, b, c • . • g] 
a-f-b + c+'».. + g=:ii. 

^ 2^er entwicEefte 2(u^brucE 1 Ar I n)trb au^ fo ))ie( ®(ie^ 

tp,m J 

bern befle^en, aW bie m+i®r6gen Ao/ A,/ A^, A3 . • . Am 
Sombtnationen mit SBieberl^oIungan jur uten £taf|e jutaffi^H ; 

hielinia^i ber ©lieber mu^ balder = f"* n'^y ^^'^"* ^^^'^ 
Sa in ber obigen ^ormel bieienigen ber ©rS^en 

Aq/ Aj/Ajj/ « « « Am 

n)e(d^e ben S;:ponenten o befommen/ ber Sinj^eit gleid^ werben^ 



()6 

alfo auf ben SSJertl^ ^er Somplejrton / jii wrfd&er fte flel^oren, 
feinen Sinfiu^ l^aben / unb be^l^a{6 unbead^tet Meiben Unncn i 
fevnex/ ba e^ Ui bet ®(etd[)ttng 

au4^ nut auf bte Don o vetfd^tebenen SCBert|^e ber @rSgen 
a/ b/ c/ . « . g anFommt^ fo wivh man am }mec!md§igften 
Derfal^ren^ wenn man atle Sombinattonen mitSSBieberf^oriin^en 
im 0wmme n filr bte B^^^Un i/ 2/ 3/ 4 « • • . auffud^t/ 
unb bte Sfemente jebet biefer Sombtnattonen / fo oft e^ mS()- 
Itd^ tjl/ auf bie ®r6^en A^ / A, / Aj,/ A3 . . • Am aW (iv- 
ponenten &bcxtvdQt !&ie§ defd^te()t/ inbem man aUc Sombtna^ 
tion^formen t)on Ao / A^, A,, A^ . . ♦ Am ol^ne SBieber» 
j^otungen ju eben ber Slaffe btlbet/ ju n^eld^er bte an bte 9tetbe 
l^otnmenbe Sjrponenten«@ruppe ^el^Srt/ unb bann jeber etujefs 
nen Sombtnatton^form btefe Sjrponenten-'Sruppe inaDen m8g(t« 
d^en 93erfe|ungen betfil^t* 

2)er Soefficient ^^ . erjd'lt immer benfelben 

a! b! c! 2C. g! 

SSSertl^/ fobalb bte SBertl^e oon a^ b, c * « « g biefefben Met- 

ben / in meld^et Orbnung fte tdbrtgen^ defeat werben mSgen; 

balder n)erben alte aui bet nd'mttd^en (Srponenten < ©tuppe ent^ 

fprinqenben Oltebet obiget gotmef/ mit etnettei Soefficienten 

oerfe()en fepn. 

SBtt iDoQen bte @umme bet Sltebet/ metc^e entftel^en/ 
tnbemman atte Sotnbinationen bet ©rSpen A ^ ^ A ,/ A 3/ A3 . « Am 
jut fo mtUen £(affe bifbet/ aU etne gegebene (Spponenten^ 
©tuppe a, b/ c * • « Sfemente umfa^t/ itnb bann ben ^acs 
toten iebet Combination biefe (Sjrponenten in aUen m8.^tic^en 
93etfe|ungenbei(e^t/but(ibba^®t;mbot<^a/ h, c««.^anbeuten. 

^iebutd^ ^tlangt bie oben angegebene ^otpnomialformef 
folgenbe ©eftatt: 






, , , ' , ^a/ b^ c . , .^ 

a! b! c: K* . '^ 
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n>o(et ft^tt af i)/ c . • • jebe^malbte (Sremente einer iinbern 
(S^mpterteti ber )ur ®umme n mit SBieber^oIttn^en cembmir-* 
ten S^^Un t > 2/ 3/ 4 « « • ic. ,{u fe^en jtnb. 

S5eifpte(e. S^ fep li = 2/ fo ergeben fid^ fol^enbe 

Sfeert^e fur d, b, '^• 



a 



! b! 



a==:i; b =3 I 



n! 



a! b! 



n! 






a! 



1 . 2 

1 • i 

1 . 3 

» ■ 

1 • 2 



= * 






balder l^at inan: 

Siefe (SUi^ung brucft folgenben ®o| au^: 2) af-0.ua* 
brat ^imi ^olpnom^ ifl ben Cliiabraten fether 
v^fteber unb beti boppe(ten ^robucten au^ je 
i)t)eien berfe(6en i^ufamttien genommen gteid^* 

3jl n=53/ fp fr^filt man: 

a =s 1/ bssl^ C = 1/ 



\ 



a'= 1 f b= 2/ 



Bi^^ 



^\ b!c! 
a!b! 



n! 



a: 



• i . 3 

• 1.1 

.2 . 3 

• 1 • 2 

.2.3 



^ 6 



= 3 



> 2 






3 



s= i 



4^ wirb liimrirf) bie brittc g>otenj flne^g>ort;nDm* gefutu 
ken> wcnn man bie 5Bvirfer feinirr ®(ieber, bte 
brctfac^en ^robucte ber' erflen g>Dtniien unb 
berCluabrate je iweier, enbli^ aUefed^^ fatten 
^r^bucte ie breier*®tieb«r abbtrh 

® 



9» 

(Sieti fo ffnbet man filr n ss 4/ 

a = i/b=si/0=3i/dssi^ 

a» i/^b s3/ 
a «.2;b Bs2/ 



a aa 4/ 

9 

talker t<t: 

«. f. »*, 

3fl ba^ auf bie ntt^oUtu ju erl^e(enb^ ^oIt)nDm tin nad^ 
ben ^oten^en eincr ipaupt^tSge, beren Sjrponentfn in artt^ 
metif^er ^rogreffton f ortfd^retten / .(jeorbnete^/ n)te 

A, xi»+'« = 



o.m 



=:A»x»^+A,x»»4*4-A,xfc+n +A3xn+3t + . , . . +An. x'>+"« 

fo finbet matii toenn man in ber aUgemetnen ^uhiptication^ 
forme! (63) aQe S^tctoren etnanber sUi^/ unb bie Unia^t ber 
fe(6en = n annimmt : 



^■1i-f-vt 



(> "!■ >«^rv» f^o/A^/A,*.* Ami 

o,«ii t^o/A,; A^ .••AmJ 

ober wenn man / wie in 52 gejeigt wurbe / bte 93atiatf onen 



i 



n! 


_ 1.2.3.4 _ 
1. 1. 1 • 1 


a4 


afblc! d! 


n! 


^^ 1 . 2 • 3 . 4 _ 

1 • 1 • 1 .2 


12 


alb!c! 


n! 


^ 1 • 2 • 3 • 4 

1 • 1«2 *3 


4 


a!b! 


n! 


^ i.2.3.4_: 

1. 2 . I«2 


* 

: 6 


,a!b! 


n! 
a! 


^^ 1 . 2 . 3 • 4 .^ 
1.2.3*4 


1 



9«> 

glnd^er (£(ementenrei^«n ouf SomMnationtn mit Sieberl^ofun' 
gen r«buctrt: 

f® A, xH*t|'= 4 pdml (Ai,/A,,A, ...A»)x-M*» 

biefe @tetd[mitg brtlcFt etne jn^etteSorm be^ potpnomifdl^enCel^r' 
fa|e^ f&v etnett gattien pofttioen ^jrponenten au$* 

0te (d!§fcftd^/ wetin man bie in 54 gegebene SBejei^^nund 
)u J^tilfe nimmt/ aud^ fo oorfteUen: 

(?>H' =® [rH^@^^^j^A:MA:Aa...) 

[a, b, c, d . . . . .] 
a+b+ c+ d-J* = n 

b+flc + 3d + 5= r • 

ober 

i 

If/' "^y^^^hi^ A,A-Ac.A5 x.M.« 

[r/ T/ a/ b/ C/ d ••••.] 

*4"'^+ c-}- d-f-«..»«ssn 
b+2c4-3d4- = r, 

i^tatt/ wte e^ biefe Sotmetn forbern^ a0e Somiinatiogen 
birr Slemente A,/ A^/ A,, A3 . . « mit SBieber^otuhgen )ur 
^f affe n unb tur @umme r ju bUben , fann man , wext ber 3eU 
ger be^ erflen Slemente^ = o tfl, atfo ouf bie Seiflerfumme 
einer SompUjrion feinen Sinftug ^at / dde Sombinationen ber 
gfemente A,/ A./ A, *.; jur @umme r auffuc^en, beren ^(af* 
fenexi)onentenbt^3o^(nnt(i^tli6erf(i^reitem 2)ic3d^reh b/C/d««« 
({nb bie SBteber^otung^^'Seiger ber entfprec^enben (Slemente 
A,/ A,, A, ••• in ben babei erfd^einenben SompIe;:ionen. Ser 
ISBert^ t)on a ift jebe^mat bie Srgd'njung ber @umme 

b + c + d + w. jur 3<^i&I Di 
0e|l man nmj ber JtArie wegen/ 

b + c+d+...** = k 

® 2 
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»er<^«3a5rDffe„6«rberitfa(rfnerpDn*ntfcer»onA 4 A 



[fc. a, b, c, d . . . , , J 

■ 

i •>+ c+ d'-f. _ t 

1 o + 2c-|-3d-f. _ j.^ 

«ire9Jotei,ieni»onx, 6t«j„r2offm »or. . 
3a^r 5 niAt liberftdaen h^.P f " ^ '^' ""^ '^ *« 



I 



\ 
%, 
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1 1 1 I 3 ober wcnn man flatt + 5*. i 
I 1 1 s fl Uv ^eiQev hie (iWmen: — 5^ 7^ 
1114 tefet^t: — 6*. 3 

1 1 a 3 — 36'' 7 • » 

I a ft a 4-5.7' 

1 a 4 +• 5 . 7 • 3 

I 3 3 — 6 . 1* 

a 3 3 + ?•• ^ 

34 • +1.3 

3ebe birfer C^omf^rerionen mu§ bcr obi^cnSormet gemdtg mit 
einer ^otenj bet ^al^l 2, meld^e ben Unterfc^teb jmifd^en 5 unb 
bem ^(affenerponenten bet £omp(«nori jum' Srponenten ^at/ 
unb no4^ dberbtef) mit ber ^ermutatteno^a^l betr baburc^ ent« 
f^anbenen funfftetfigen Sompfejrion multiplicirt merben. 9)Ian 
tx^ait auf biefe 2(rt bte ^robucte : 

^ 6^ 7^ a\ i^^^i^^s _ _ ^^^g^ 

1 « fl.3. 1 .a 

-^ 5'. 3.3. »>g>3.4>5^ _ ^g^^^ 

1.2.3 

5, ^ I • 2 • 3 • 4 • 5 
'.7.1.2. L— = — 2ioao 

1 .2 

+ 5 . 7^ 2 . '\^^^/^\^ = 4. 6O600 

\ 1.2.3 

+ a; . 7 • 3 . 2». ^/^'^^^'^ = + 25200 



1.2 

# 

R t« •• 1.2.3.4-5 

1 .2 « 1 • 2 



600 



+ 7«, 1 . a«. LlEjlLiJ = + saoo 



1.3.1.2 



I » *• * .2. 3. 4-5 ^ , 

1 .a.ci 



480 
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2)ie @itmme btt^elUn, n&mlitfy + 5435, ifl bet Coefpiient 
i^on x^ in htm verfongtett ®(iebe ber ^tteni 

(2— 5x— 7x«+x« + 3x*)' 
2)ie nanic (SntmicCeluttd btefer ^oUni ift: 
3« — 400 z + 1440 x» +()8ox» — 11390 x« + X955xs 
+47025 x«+5435 x»— 1 1 1845 x« — 71 i45x» +1 o8o73x« • 
+ii94()5x««.— 36i85x»«~86o55x»'— «i65x»*+3i44ix«5 
+ 9465x»^— 5715 x»» — 3665 x»« +4o5x'> 4- 243x«» 

2>ie U%U ber in 70 er^aftenen ©feic^utigeti , njmric^ : 

= rx»k+'«0. — i?^: . A""-* A* A« A* 1 

o,n.n [ (n— k)Jb;c!d!ic* ^* -^5 ^^^^ •••] 

[k, a, b, c, d . . .] 
k + a ==: n 

1>+ c+ d+ ek 

b -j- 3 c + 3 d + -- r 

fd^rt und auf eine neue gorm be« polpnomifd^cn Se^rfft^ee. 
S< i|t, wie in 36 flejei^t rourbe; 

uu^ = G) '»'«■ ^^ = CO '' 

J»a(er roivb 

® ._ ...I; .,. ■ A--" A' A« A<« 



(n— k; I bl c! d! ic. *» ^ . ^ a A3 •.. • 

[k, a, b, c, d ,..] 

k 4- a = n 

b + c + d 4* = k 



= r 



= Cf) ^' Att-k A* A« A* 

[k, a, b, C/ d ...] 
k + a =» n 

b+ c+ d + ...,. = k 
b + 3 c + 3 d + ..... = r 



/ 



\ 



io3 

^ler ijJ, wie cine aufmerlfame 95etva^tunQ ber asebin- 
QunmUv^utiQm U^xt, mnti r = o flefcgt wirb, k M ^in' 
jigen 5S5ert^e^ o fa^i^ j mirb aber r>o angenomtnen/ fo be^ 
Hmmt k aUe ganjen pofitioen SBert^e, t)oni awflefanflen, wrf-- 
ifye bie Heinere ber S^^i^I^n r, n ntc^t ilberjleiaen. 

gfir ieben einjelnen SBBert^ oon k er^olten bie unbejlimm-- 
teii 3«flerb,c, 4 • • . cOIe ganjen pofttioen f8Bett{>e^ bie 
d?uae mit eittj^efci^rofTen ^ n^clc^e ben SBebingtingen 
b + c + d+ .. . ==k, b+ae+3d+... rs r 
©entire Iei|len« 

Wlan tann balder aOe ©rieber bc^ obtgen combinatortfd^en 
aggreflote^, weld^en ein gegebener SBert^ Don k jum ©runbe 
liegt/ iufammengenpmmen but^^ 



(0 Ar 



* ® , ^' >- A** A** A* 

bl ni dl >r -*! A, A3 ^ * 



bl c! dlic. 
[b^ C/ d, , . .] 
b+ c+ d+ . , . = k 

vorfletten, wobei Qj unb aJ-^ aW ^actoren/ weld^e biefen 

©Uebern gemeinfd^afttic^ angej^ jren / o^r bo^ @ummeniei(|^en 
gefe|t worben f!nb. 

TCHein e$ i(l (59) 

k» 

b! c! d! 2c. ^'^» ^3 . • . =3 |>ff«)ii(Ai/Aj/A,. .,) 
[b / c , d • • ,3 
b+ c+ d-f-. ,.=k 
b-f 2c+3d+,..=:5r 

bal^r ieigt ba<l ^robuct. 

(k)Ar^e»L(A,,A.,A3^.o 

ben Snbegriff afler ©fieber be^ obigen combinatorifc^en 2(fljre* 
gate^ an^ tn toti^tn k ftet^ benfelbeit SSert^ l^at« 



lOxf 



Snfofern bolder k aUe SBertl^e, textn ei fi^iQ ifl,anntmm^ 
ergibt ftc^ : 



e 



!?J A— ^^ A^ A*' A* 1 

(n— k):b!c!d!:c- • ^^"^^^ ••• | 

[k/ a/ b/ C/ d • •.] s ?^ 



b-|-as=n 

b+ c+ d+.,*.,==fc 

}> + ac+3d+ ssr 

tifib man er^dU: 

I®' A, x^^+rt j s 

fiU eine neue %oxm be^ )>o(pnomtfd^en Sel^rfa^e^. 

©ot^olb bet niebriflfte 3"3«t ber ju fombinircnben gfe* 
mentc = i ifl/ ^ibte^ feine Sombtnattpn^ferm mtt SS3teber« 
f)DtMn50n/ beren ®ummene;rponent iDeniger Utxigt, M bet 
^fafTenejrponent; bennbet erflere )t)irb bem (extern ^lei^^/ mnn 
man ade 0te(len bet (Somp(e;rion mtt bem erjlen Slemente be- 
fe^t/ unb jebe JKd'nberun^ . ber Slemente ^at entn?eber eine 
l£rl^S^ung be^ @ummene;rponenten / ober eine Svniebrigung 
be^ ^(afTenejrponenten / obet beibe^ ittg(^i4^/ Aur ^ofge. 

S^ iflba^eif/ foMb man k> r annimmt^ 
(£«)? (A,,A,, A,**.), alfo auc^ pSwr (A,,Aa',A,...) = o. 

3n 53 i(l bemeyft worben, baj ba^ ©pmbol 
Swo (A,, A,, A, . . .) , 
bte Sinl^eit ani^eigt. Zvi^t jebcc^ ba^ Sombinatton^ieid^en eis 
n^n ©timmenejrponenten an ftcf^/ fo ((S^tjtd^ auf dl^nU^e }(rt 
ieigen, bap Sw; (A,/ A,/ A, ..,) fobalb r>o i|l/ berSRwHe 



, io5 

QUi^ iti fe|eit, Ibtwgegeii (EwS (A, ^ A, , AJ , . ,)/ ^Wt^ ^«« 
gm^eit ?,u inter)>miren ftp. Sadfejbe gilt bpn 

<ia;w;(A,,A,/A, ,•,) fiir r>o wb V=o* 

gerner ift aagemein (3i) 

(nN.^ ii(n — i)(d — 2) . . . • [ n — (h — 1)] 
V^ 1.3.3 •••• ' — T 

fc^t man l^ier k > n^ olfo k = n + f , fo with m S^S^^Iei? 
tit{e6 2(ijebrMrfe^ ber goctor n,— p =. o bem gocror 

n_(k— 1) =,_f+i 

rcrange^en^ wenn f>i ifl/ tinb ticfer goctor felfcfl fcpn/ 
uenn f = » ifl, wpburc^ Q^ fteW ben SQBmJ o frl^du. 

2fuc^i|l(39) (;) =? I, 

fD?it 9tii({|td^t auf ba$ ^iex ©efagte/ Bebarf e^ Bei bent fi^^ 
auf k beite^enben^ummen^eid^enin beroBtgen^orpnomiaffor^ 
met nic^t einmol ber 2(nbeutung be^ Snbn^ert^e^ \)on k. SOTan 
l^at nd'mlid; rpn k = o ongefangen , fo rieU ©lieber U$ com* 
btnatorif(^(;n 2fggregate^ ju entn^icFefn/ o(^ bo^felbe nur tm^ 
mer barbietet. 

aUn fo \)evi)(!(^ e^ (td^ mtt bem Umfan^ic ber SBertl^e/ 
n)et(|»e bem S^ifi^^ r betjulegen ftnb« X^x Alaffenejrponent k 
tcinn hip Bc^ifl n nic^t iiberfcf^reitcn; ba^ ^6c(^fte ber €(emente 
A,/ A,, A^ ♦ . . . t|l Am/ unb ber ^fid^fte aSfrti^ bed Sum* 
menejrponenten r ?nt(|e^t , wenn man bad l^8(|)|le €(emetit fo 
rf( aU tniQlii) {e^t, ba^er i(l ber (6(li)(}e SBertl^ von r ta$ 
^TObuct mn. gtir I^S^ere 2Bert(>e von r wiJrben entweber ^6* 
^tre Slemente aU w,ittli(fy vor^anben finb/ ober ed toiixte etne 
l^6^ere ^(affe berfelben/ aid bie ntt, in ?[nfpru(^ genommen^ 
im erjlen gaOe ergibt jld^ pS.wi (Aj# A,, A3 . . . > = o, 

im jweiten Tj J = o^ unb ber ©ummenaudbrucf fannnicj^t 

jvejter fortg«fe|t werben. 



io6 



SSit w^Den mi ba^er Uinigtn, ((of bit Tfnfaitd^mert^e 
bet B^iS^^f loorauf fitfy bit ^ujnmenjetci^en be)te$en/ antttbeu* 
ten/ inbem wir fdr jebe 0umme fo toiete ®(ieber tulafftn/ a(^ 
fte nur tmmer ent^alten mag , unb obigt ^^olpnoitiialf orme( fo 
barfteQen : 

= @ fx-H-t @ ^J^ Ar' pStt*: (A„A.,A.. . .)] 

73. 

Ste in 71 beiperfiteaijte transformation ifl aud^ auf bte 
in 68 entn)ic(e(te Sorm M po(pnomtf4^en.Sel^rfa|eS anwtnb« 
bar; man ftnbet/ ein i^nU(lfz6 93erfa^ren befol^enb: 

» 

Snbeffen fann bicfe ©(eicj^ung aud^ <ttijS ber gormel in 79% 
.- Oefofifjert werben/ wenn man tafet&(l x f= 1 feftt. SKan cr« 

r@ A,.J" = @ @ (j)Ar'' pSwi (A.,A,,A,.«.A«) 

* 

ober/ wenn man bie beiben Sitmmenieid^en t^ern^e^fett (58) 
tinb exto&Qtf bap k nid^t gr&per fepn fann M r, fofgUd^ r fiir 
jebeS einjelne k nur bie Sert^e k, k + i/ k+2 u. f. m. biS 
iu ber i^m eijent^t!imnd^en ©renje in n anjune^men vermag : 

ober/ Jueil je|t ber gattor T? J A^ won r nidj)* ab^inflt/ 

[s A. j" = @ j(j) a;-*0 pen,; (a,,a,,a,...a.)J 



\ 



107 

TiUx ber ^nU^tiff ber ju etner beflimmten iCIafle ^e^i^ 
venUn Sombtnationen fi!ir aUe mSglid^en @ummen fleOt biefe 
(Eombtnation^frajTe felbjl oon|lanbig bar ^ fotjjtic^ ifl 

r 

® p£w|^ (A,,A,/A,,,,A„)=:pgtt)k (A,,A,,A, ^•.An) 

k 

alfo aud^ 

f?/')''^ f (0^'""'' pewk(A.,A.,A,^..A„) 
wie obcn. 

£)erfe(be &^tuj^ fdl^rt oud^ oon ber (^orrn be^ pofpnomu 
f4ien Sel^rfa^e^ in 70 / auf bie in 68 bargefleate. 

9Bir {Snnen balder ol^ne ^erfe^ung ber erforberltd^eti TUU 

gemetnl^eit/ unfere Unterfttd^un^en bfop auf bieienii^e ^ofpno' 

nuatformet Sefd^rdnfett/ n^etc^e ^undd^jl bie na^ ben ^otenjen 

einer ^auptgr6pe ^eorbneten ^oFpnome betrifft* 

« 
^Potenjirung ber ^Dlpnome f^r jeben 

Sjrponentem 

74. 
SBenn ein nad^ ben ^otenjen ber ^aupt^rS^e x/ mit 

iSxponenten / toel^e etne arit^metifd^e ^rogreffion bilben/ fort^ 

((^reitenbe^ $o(pnom 

@ Ar X^+^ 



o.m 



auf bie nte ^otenj erl^oben merben foU/ n^oSet neine ioanje 
porutoe 3abt iit/ fo fann biefe ^otenj/ toie fo eben deteigt 
murbe f mit. ^titfe eine^ ber beiben Hu^hxMe : 



r 



^pS<(Ao, A,, A^, A, . . • A„)x»>»+'« 

unb 

[x-'^+'^d) Ar'pe^UA., A., A, ... A.)] 

jtntkpicfe(t werben. 



(i6 entftej^t nun bi^ ^taqe^ 06 ttefe (etben TiiiibxHde, 
iDelc^e/ fobalb man bter 3a|^( n irdenl^ einen ^anj^n pDfitt\)eii 



r A, it»»+'* 1", 



aud^ bann noci^ eine l^eflimmte SBebeutung julaffen/ tt)fnn man 
(latt n eine ^ebroc^ene/ ober etne ne^atbe 3ai^( fe^t> unb wzU 
^^ ®x&^^ fte tn biefem SaQe n'oi^I porfleKen mSgen? 

Unterfucl^t man benSBan UxHx 2(udbrilcfe/ fp jet^t e^ ftc^^ 
bap b^r erfl^re/ ndmlic^ 

@ p(r<(A., A,, A., A, . . . A„)<*4*« 

O 

(iltfl^Srt/ eine ben l^ter vorau^iufegenben Segtiffen an^emeffene 
HuiUdnnQ ju geflatten/ fobalb man n feine gan^e pofttiveBa^f 
fepn li^t Zenn H n in biefem 3(udbrucfe aid ^tafTenejrponerK 
ber mit ben Slementen Ao/ A,/ A,^ A, * • * Am iu oerrtct^* 
tenben Sombinationen attftritt/ fo(<}(i(i^ bie |iu jebev (Sombina* 
tionsform ju nel^menben (Sfemente jii^lt/ fo i|l biefe Ba^l it)rec 
Statur nac^ ^ati) unb poittto. 

Slnberd per^^d'It ed ft^^ aUt mit bem ^iudbrucfe 

^LnK+rt@^n^Ar^pS;<(A,, A,, A, • • • A«)j 

£en Umflanb audgenommen/ bap er ft^ f&x SGBettl^e von n, 
bie feine gan^e pofttti^e 3al^(en ftnb/ in eine unbe^renjte %oic^t 
von ©Itebern/ ober in etne fo^enannte unenbTi^^e fUteif^e 
vermanbelt/ tvetl bann bie in 72 audgefprod^ene ©renje be^ 
Snbn)ert^e6i von r n^egf dllt/ (ie^t in feiner ^orm ni(fyU, moburdj^ 
bergaU/ tvenn ngan;; unbpofuio t(t/))on ben tibri^en %&Uen ftc^ 
tinterfd^eiben fSnnte* X)ie Seiner r unb Ii bleiben ndmlidj^ ftk 
jebed n ^an^e unb pofttioe 3a^Ien/ unb bie ®r5|e 

n(n— 1) (n — a) . . . [n— (k — i)] 




I ■ ^ • • 



i(i4 

befolgt tin SUbun^^gefel / wtX^ei bte Znnafymi s^itt^ncv 
ttnb n^(;atit)er Sert(e fdr n ni^^t au^fcf^tiegt. 

S^ ^anbeCt f!c^ atfo nur mel^r urn bie S5ebeutund bUfe^ 
2(u^brudFe^/ tvenn n auf^Srt eine Qariit ^efttiDe Qa^t )u feprt. 

S^Uv bringt ftd^ ^an) natdrltd^ bie QSermut^un^ auf / bei* 
txtoaf)nte 7iui\>vudf wtt^ex fix ganje poftttoe SEBert]^e \)en n 
bU (SntwicEe(und bev nten ^otenj betf ^otpnoml 



f 



i|t/ modE)fc au^ in ben %iUtn, totnn n geSrodj^ene obet rtc^^a- 
tiDe SBei'tl^e fr^d'U/ bie SntwicEefung von 



(® A» xH-** j. barfleBen* 



3ft biefe ftSermutl^ung gegrinbet/ fo mu^ fi^ b^rfel6e in 
ber 9tcc^nung wie eine ^oteuj oer^alten/ n)e(cl^e n ^utn (Sjrpo* 
nenten l^at. 

giue (Srunbeiflertfd&offc bet gSiotenjen beflel^t bariii/ bo^ 
^wn ^o:« i^en bevfe(6en SBur^el nfit einanber multipttcirt/ miei 
ber eine 3>oteni biefer 2Burje( ^nm gJrobucte geben, beren £;r» 
ponent bie ®umme ber SA)>Dnenten beibcr ^actoreh iff. 

5B5are alfo ber li\i$\>xu£ 

weld^en mir, ber^ilrje me^en^burd^ba^ ®9m6o{ Bn beieid^rien 
woClen /. flit jebe^ n ber ®r&ge 

t@ Ar X^+^ I 

^leid^/ fo mi^U, n)enn.man ftatt n irgenb eine anbere-Ba^I 
p a^Mt benft/ tie ©leidS^ung . 

frefle^eH/ ii unb ^ mS^en tuai$ immer f\ix B^^^Un fepn. 

SBtr ttejfben itun au$ Ut ^drrft bei auc^bi^ucEef Ba 6ie 



no 



Stiifytisfeit Mefer ®Iet(^u|td (emeifen/ itnb bann {et^eit^ mieau^ 
berfelben gefd^tofTen merben Canity ba^ angcmein fdr gehoc^ene 
ttnb negative SBettl^e von n 

loyin J 

Unfer 95emei^ wivb f!^ jum Sl^rife auf St ^e nf^aften Qvin^ 

Un, wefd^e ber ®rSge /^j ftir jeben SDSevtl^ tjott n^i^rem 

%t(bun0(^Sefe|e' jufol^e/ iu^ommem SBmmerb^it balder mit ber 
83etra4ltun^ btefer Sigenfd^aften ben 2(nfang madden. 

75. 

SBenn man bte ®vi^e 
ii(n—i)(n— 3)(n — 3) .... [n— fli~2)][n— (k— 1)] 

' " ' ■ IM^W— — — ^-H I III I ^»#i^1^ I I I I - 1111— ^—. <li ■— >i— — <— ^— MIP^MMI^, 

1.2^3.4 . . ♦ . (k— 1) k - 

in wei^ex n jeben beliebi^en SSB^tt^.annc^men barf/ ^in^egett 

k notj^roenbtg eine ganje B<^i^( <^njeigt/ burdl^ ba^ ®pm6o( T^ J 

Dorfleflt^ fo wirb man auf ^leid^e SlS.eife 

n(n-i)(n-2) ... [n-(k-2)] ^^ /- n N 
J . 3 . 3 .•. (k— 1) / V^— V 

«nb .(!!iiL)j!!z:-gLL' - [n-(k-»)] ^„,^ /-n-iN 
1.2 ... (k— 1> ^ \^—iJ 

anbeuten. 

95erg(eid&t man bie 2(u^brflcfe ^^^^\iinb TjHO'"^^ 

Ck J ^ !^ ^^**^^^ ^^^ 

■ ■ CO - (si ,y-=^ ' 

""'(0 = fG-O- 

^wfe ©(eid^iinfleh/ weld[)e, tnfofern TM art bie Jfiijal^t bei' 



•4 11 



, donAimtiomn n ni^t touUt^oliattv (iUmenU luv kten jtla(fe 
betrad^tet wurbe/ bereit^ in 3i unb 33 fi}r^aniepo|ttl)>e9Ber« 
t^e t^on n au^ comMnatortfctiett Setrod^tun^en ftdj^ bavgeboten 
J^aben / getten alfo / t)ertn20 bem feUbung^^efele ber ©rS^e 

CO ' ^^^ ^^^ SBerl^c von n. 

?fud ber erflen ©(ei^^ung ergibt rt4^/ wenn man iu betben 
Sl^eiten berf«(ben (y^^ ^ J abbtrt: 

®e|t man ferner in ber jwetten ©(ei^ung ii+ 1 jlatt n, 
fo er^d'tt man 

(S^ t(t alfo : 

(O + GiO-Cf) 

tt)eIdE»e ©t^rd^ung mit ber in 35 ftir ganje pofitm SS}ert|^e i)cn 
n gefunbenen dbereinflimmt/ n)enn man bort n -{« i (tatt n 
f4)reibt« 

2)ie Sted^mingen mit ben l^ier betrad^teten^ Tfu^brudfen 
fti^ren iuraei(en auf bie gormen 

wetdje au^ Cr\ f&t k=ounb fdr ne^attee SSJert^e i)on k 

entfprinflen. 

S3eiei4^net man bie @teffen / weld^e bte ©rSf en 

in ber Steil^e aUer a\i$ ber aKo^meinen ^oxm 
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/n\ _ it(ii^i);(n^a)(n— 3) . ^ . tn-^(k^iy] 

fo ftnb (;) , (^,) / (JI!^) ^<' offenfcarbie®r6§eit, i»e% 

b#!t erltgenannten, bem i}emeinf<|^afrti<^eii Siftund^gefffte bet^ 
(e(6en flemifj/t^otanae^eitf ba ben ber iten/ uten, 3ten . . . 
'eteOe votartflel^enbert ®teWn tie 3eiger o, — i/ — si/ ^c. 

^ufommeit* 

Um il6erbenSa5^tll^biefet®9m6oKju dntf^eiben, betrtt4^tt 

man bie (SUi^xtn^ 

/^ti\ _ /" n \ n — (k — 1) 

w " U-i; • k 

tt>eldS>e bie Hxt unblS£8eife a»i jeigt, auf tbci^e M ^fSge QQ 

au^ ber i^r nd'dS^ft t)orl^erge^enben fj^^ ^ J efltHt. 2(u^bie:' 
fer ©(eic^ung fodjc : 

U— "^ n— (k-i) W 
M ber Ztu^brud be^ ©efe^e^, nad[^ i^er^em T^ J!. ^J *"* 

@e^t man ^ier k = i / f o ftnbet man : 

sJBirb ferner k = o/ bann k = — i , k a= — a onge* 
nommen u. (• w., fo ergibt fi(^ : 

(-0 = ^ C) = ^ 



ii3 

(-^) "^ 5^ (-0 = " 

' SBir mdlTeti jebod^ l^ier (emevfert/ b^^ bie er^e ber bret 
te|ten ^(eidj^ungen / wenn n^= — i ifl/ 

i%U, ml^tx ZikBbtudt unbefiimmt ifl/ ba ^ jebet @r8fe 

g{ei4^ fepit fann. 2)a^fcrBe Qitt ^on ben fofgenben ©feid^uttden 
f fir n = — 2 , n = — 3 u, f. w. 

S>a^ bUfe unbeflimmt fd^einenben gdUe t)on bem an^emeu 

nen ®efe|e, tt>el4>e^ ber gorm T^ j ffir negatit^e SBertl^e tjon 

k bie S3ebeutuni) 9?ua anweifet/ feine ^u^nal^me mad^etv n)irb 
mit ,^iJtfe ber ©reid^unj} 

erfatint/ n^etd^e/ >at^ eine S^^d^ ^^^ ^itbun^^^efe^ee^ ber ©rS^e 
Ck^' angemeine ©fiUiafeit l^at. 

Gi.) = Cf) - (0 

unb l^ietau^ f lir k = 1 , o, — i, — ^, 

a)=(to-C)=— =« 

(j:.)<-±o-(-0=«-«=- 



ti4 

finbft 

76. 

2ru^ btt fo ektt fdr jeben SBert^ «on n'erH^nett ®I#U 

(0 = E (r 

f^Iflt/ wenn man jitfllri^ r ftait k fd[>reitC/ 

unb wenn man n mit p/ unb r mtt li— t tertauf^t, woBei jr 
wa^ immet fiir etne 3^!?*/ I^ingegen i, fo mt r, eine flartje p^» 
fitit)e Sa^l anjeigt, ♦ 

(y-r) GlO = r GIT-,) 

SKuItiplicirt man bie erjle biefcr ©(eid^unaen mit TtZ^ J 

unb bie jweite mtt (^ , fo erl^dtt man burd[) Jfbbition ber 
iteuen ©(eid^ungen : 

^ieraw^ folgt tiad^ 67, a*) 



o,lt 



SJian fe|e ber ^ilrje r^egen : 

S©GiO = '^' ■ 

woBei alfo ba^ 3ei($en Sk bie/ natfy bem trt bie 2(u9>n fattenbeiK 
Oefefte^ autf &/ p mtf h d^^U^^^^ 9^^^^^ 



i « • • • 



+Gi.)CO+(0(0 

»or(lettt, fd mup man, roeJI 

S (^0 (kIO «.. ^ (0 (.171.) 

C:r.0CD+(°r)Gi.)+C"TOGy)+- 

C) (5-0+ (0 (no + © (a) +••• - 

<^-d 070 +(.0 (.'=:) 

C^O-^ 0=0-' 

irt 

CV) Gi,) +("7') (.£.) + .. - 

C) (E=:) + (0 (K) + ••• 

+ Gi.)Cr) ■ 

g(;rOGiO-si)G-!^-.) 



1 



i6 



k Sk = li Sk^, -f* p Sk-»i 

«nb el i(l: 

».P n [Sk-. + p"! Sk^i 
bk = , 

fair k = o rebwctrt fid^ bet Tiuihxud Sk auf ba< emjifle ©tieb 



C) CO' ^-^'^ '«* 



S„ = 1 



alfo au^ So = 1/ unb So = i. 

n,p 

&t%t man nun in bet f]}r Sk gefunbenen ^o^niet 

nad[> unb nct(|> k = i / s , 3 / 4 . . . • • ' 
fo erl&4U man, 

.„ ^ « c-.'+o+pC+r') 
-- n(»--+p)+ p (-+rO 

S, _ ; ^ ; 

Sine (ei4^te UeSerfejjuhg jeigt/ ba^ ber (Sang biefer 9ted[^« 
nung ftir bie folgenben SdQek = 4,5, 6 ♦ . • (letl berfetbe 
l^(f iben werbe ; man ifl balder ' berecfitigt ^u f^Iiepen , bap att* 
Qtrntin 



s »("tO^''""'^<^- 



V 



»>7 

& bejlel^t alfo fdr aDe Sertl^e opn n unb p bie ®Ui» 

ba in ber ganjen 2(Mettuni) betfeKen (eine anbern @4f(iiffe ge^: 
inadf^t iDurbcti/ at^ foTd^e/ bie fic^ atif bie SBetrad^tuni) be^ 

S3aue^ ber ©rogen vender gorm Tj J flnXnben. 

2>iefe ©(eid^Hng wurbe bereit^ in 89 au^ combinatorifd^en 
©riinben/ aber b(oS fiir ganje po(tti))e SBertl^e r>on n unb p 
abgeteitct, ©tatt n/p, k fle^en bovt a^ b^ a. 

77* 

@e|t man nun bie au^ d^ r/ Aq unb au(^ ben iu combi« 
nitenben (£(ementen A,/ A,/ A^ « « . An, gebilbete ®rSf)e 

® W'^'o '^®"^k(^»'Aa/A,...Am)=: A, 

wobei bet iSber A ftel^enbe SSttd^flabe n Uin Exponent t(l/ fon- 
tern ji(^ n^ie ein bfo^e^ Unterfc^eibung^ieid^en vcx^iftf ferner 

n 

Ar tt)ieman (eid^t ftel^t/ fAr n^i^tnbd^ Slement A, dbergel^t/ 
fo tvirb / ber in 74 getOill^Uen 93eieid^nunj; g^^ndl : 



r n 



Rn = ® Ar X»fc-Wt 
o 

unb auf biefelbe SBeife 

Rp ?= ® Ar xP^+'* • 

o 

^it ^il(fe ber in 63 gegebenen 9RuUi|)(ication«formel er()d(t 
man: 

B„ . Bp = ® fxC^+DM-rt @ AwAr-wl 
€* ifl aber 

Aw = ® (k) Ar'' pSwr (A^A,, A, .;.A„) 



I 

/ 



>i8 



folgltc^ mieber na($i ber angefii^vten 9!)?u(ti)>(ication^former/ in 
fo fern man A« a(^ bie .^aupt^re^e onftel^t: 

X i>e»;(A,,A,..A.)pe«)^j^(A,,A,.,A.)] 

mi, mit SRiIcEftd^t auf 58 

®pe< (A,,A,.,.A„)p<Jwiz: (A.,A,...A„) 



w n p 

® AwA 



X @ i>€»7(A^i/A,..A«) »>ewi;zT(A,,A,..A„)i V 



ipirb bur4> folgcnbe Sj^trad^tungcn auf einen einfad[>ecn liui^ 

SBenn man ba# 2f3flreflat ber SomWnationen mit SBieberf 
^oUm^enflegebenergtementeA,, A„ A3 • . . A^iurSraffe 
T unb jur (Summe w mit bcm ^fagregate ber eomfctnationen 
wit SEBieber^oIungen berfefben gremcnte jur ^faffc k — v ynb 
jur ©umrne r— w muUiplicirt, fo entjlel^t ol^ne Smeifrf ein 
^fasregat einifler eombinationcn mit SBJiebeir^orunacn fiir biefe 
Clemente/ jur ^lajTe k unb jur ®umme r. 

®ibt man aber ber 3al^l w nad^ unb nad^ atte SBerti^e / 
fdr mel(&e obige Sombination^fprmen 9tea(itat l^aben / ndmlid^ 
(weit ber 0ummenw»«^«t/ wenn man e^ mit ben Seiflern 
I, 2, 3 • ♦ ♦ ju tl^un l^at, nie Heiner fepn fan^i/ aW ber 
^(affenejrponent) aHe ganjen poptii^en ini^er^arb ben ®renie»| 
T unb r— (k-v) tieg^nb^n SBSert^e, weicjie urn fo m^x au^ 
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iwtf^en brn M bem @ummeiiiei4^^n att^ebettteten drettien o 
Diib r tnt^alUn ftnb ; fo ifl feine jur £(affe k unb jur 0umme 
r gel^&renbe ^ombination^form mtt S9Bieberl^o(ungen filr bie 
€(emente A,/ A,/ A, « • « Am betifbar; n^elc^e ^i^t burcj^ 
ebige 9}?u(tipIicatton erjeu^t ivurbe. Senii man fann oon jeber 
beliebigen Sombination^form ber £(aiTe k unb ®umme r/ fine 
and y Stementen beftel^enbe tmb irgenb eine Setfi^i^fumme w 
barfleUenbe Somplexien / a(^ factor dbfonbcrn , fo ba^ eine 
k — T fleai^e Somplejrion iuvMbUiit, beren 3^id^tfumme 
mi^ ber pprigen w iufammen r au^mai^f, ®ei bert^erau^gefel' 
ten 93ie(beutigfeit t^on w mi^en (tc^ biefe beiben Somplejionen 
iinter ben in 

fdw"; (A,, A^^ A3..*A«)unbpett)i1^(A,,A,,A,.^.Am) 
entl^altenen Sombination^fprmen beftnben/ unb bei ber 9Ru(« 
tiplicatipn biefer ©rjf^en bie in ber ^ta^t flel^enbe gpmbincu 
iion^form ber JtlalT^ k ^nb ®umme r ^erporbrtngen* 

2>ie ttxo&^nU Serfe^ung einer jur ^faffe b unb ®umme 
V ge^&renben (Combination ifl <iber omF fo oiele 2(rten mH^icl^t 
M ftd^ oon berfelben v anbere S(emente abfonb^rn (affen ^ e^ 
lann alfo eine folc^e Combination bei ber xoittti^en SntwicEe* 
lung be^ obigen combinatorifd^en 2fggregate^ auf mel^rere 2irten 
^itflel^en : tiberbie^ fd^rt iebe bort oorfommenbe Combination 
il^r^ 9>ermutation^ial^( aU %actot Ui (t^ ; balder erf^^einen «bie 
Qt^ivia iufammen^e^Oj^enen^ fd'mmtli^^ ber^faife kunb @umme 
r angel^5renben/ CompUrioneu/ wl^t burd^ bie Sntmicfetunj 
^6 iofnbinatprifc^en 'iiQivcQaM : 

©pCw^CA^/A.^Aj . , . A„)pg«)J;:^(A,,A„A3 -.•A.) 

J^rbeigeftSj^rt wcrben/ mit Soefficienten^ beren iBef({iaffenj^ett 
tpir nun na^er in- ba^ 2(u5e faffen looHen. 

SfrAJAjA-... 
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'a 
'a 



irgenb eitte (£om(inattontff orm berSIemente A^^Aa/A, ... A^. 
• mitSBieber|^o(ungen iur^faffeklinbiur Summer; unb man frgt 

a = a, 4- a, 
b = b. + b. 
c = c, + c 

ferner a, + b, + c, -f- . . ♦ = t 

a, + b, + Ca + • • • = ^ — ▼ 
wobttvd^ bte aSebinjun^ / ha^ bie olSengenannte €ombtnattond« 
form jur jtraffe b s)e^Srt/ ober ba^ 

ift, erf dot wirb/ fo entftej^t 

A' A^ A^ 

burd^ bte S}?ttItipKcatton ber Somptejrionen 

a;* AJ« A^,' ... unb A;« AJ» A^« . . • 

auf fo \)ieC \)erfd[^iebene 2trten/ aW e« mi^U^ i|l, ben gjrponenT 
ten a,/ b,; c, • . • a,, b,/ c, . . . mit Stfldjlf^t auf obige 
®Iei((un$en bte Sertl^e 

o/ 1/ s, 3 « • • 

(etiufesen. 

a>a nun A;» aJ« A^« bie g>ermuta«on«ia^r ,,7 t 

«U 3«ctor M ({c^ fa^n, fo icfSmmt tic eomlinatton^fonB 

A J A^ A* . . . 

tie evmme oiler Stefnttole iiun Soefftdenttn^ wa^ wi hm 
f>robtieic 
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bur^ obig« SBertl^c »oit a^, h^, c, ♦ . . a^, b, , c. ♦ . ♦ 

Main tie ^^urntn^ biefer Stefuftate i(l permoge 3i) 

a ! b i c ! :c* 
weld^e Sdl&I bie 93erfe|un3^ja^r bcr eombination^fcm . 

A* 4^ A® 

anfliit ; e« tx^U alfo jebe buvd^ bie Sntwicferuns be^ combi^ 
naterifd^en JCggregate^ 

ep(rn)7(A,,A^,A3*..Aa.)pett)Ji;(A,,A,,A,...A„) 

?nt(iel^cnbe (Eotin^rexion i^re 93erre|un3<ja{>r $um ©oefficienten^ 
9!??an i|l alfo Un^tiQt 

epe<(Ax#A.,,A3...A„>)pett)j;z7(A,,A„A3..,A„,) 

= J>e<(A,/A,, A, . .. A«) 

iu fe|en / unb bat)er l^at man's 
""^ ° p - 

©AwAr-w == 

= ?f^ S (C) G-) l'S<(A..A.,A , . , A.)] j 

= e{A-+-' pS„;(A.,A.,A....A.)e(;) (^2,)| 

tt^enn man nd'm(i^ naffy 55, 3) bte Xfun w ttna^l^ii'ngige ©rSpe 

pe»[(A,,A,,A3...A„) 
vor ba« jid^ auf ben Seiger y iejiej^enbe ©ummenieicj^en fe|e* 
S^ i(l afcer, ber in 76 t>oH(^rad[>ten Stebnction gemi'p: 
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w n f 

laiftt © Aw A,., 



« f [Ck'O^''^'^ "^"'^ (A./ A., A, ... A^)] 

wenn m^n Ui bffx einmal an^enotttrmnen 93?ieid^nutt$ W^axxU 
S^iexau^ folgt fcrner 

R„ . Rp =^ Ar X(°+P)h+Tt 
o 

toel(fyex felter^ ?(u^bru£/ fobalb mart 

r n 
. © Ar X»'»+'* 



buv^ Bn t^orfteKt/ nid^t^ anber^ fepn fantt^ af^ Ba4.p; bal^ftr 
ijl bie £Ric{)ti3feit ber ©leid^una 

I Bn # Rp = Bn-frp 

fttr aOe S^vt^e oon n unb p (erviefen* 

78. 
V(u^ ber (SUid)nn^ 

Rn Rp = ^n+p 

tann nun hit TfSgemein^^it ber] ^pptpnomiarformel (eid^t ai^u 
lettet n)erben« 

^ '(&$ ift/ biefer ©leld^ung demdg/ 

Rn Rp Rq = B.n4.p Hq 

ttttb menn man in bevfeKen (d(eic^un.9 n -^'P f^^^^ ^z ^>^^ S( 
pattpfe|t: 

Rn+p R, = Rn+p+, 
, Bn Bp R^ as Rni^p-j^ 

iicxmi fplflt ferner 

B« Rp Rj Ru = Rv+p+«( R^ . 
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93erm8oe hex ©feid^uttfl I)a Bp =? Bi,4.p i(l ab^r/ mnn 
nii^n n mit n-f-prj-q/ unb p mien t^enoecj^feU^ 

alfo au4^ 

Bn Rp Rq Bq ss Rn-f.p4-q4-a 

®D (ann man f ortf<$(iepen / unb ftir jebe 2(n)a^{ ber Sacte* 
ren unb fdr aUe m5g(i(|^en S^Jert^e t^on n/ p/ q^ u 2c. ben ®a^ 

An xlp xlq Mn » • • ss Ro^p_{^-}.u-^ . , « 

^ufjl^B^li. 

9Rart taffe nun ns:ps=qs=:u=3:««« ;(, unb bic ^njal^t 

ber gactoren = g fepn , fo ergibt i!d[> . 

(RO' = B,. 

^ier ift n etne^ jeben SBertl^e^ fa^ifl/ S; CiU^ not^m^nbi^ eine 

f 
€^ fep g n = f pber n = - 

fo folflj (R j/ = Rr . 

7 

unb^ wenn'inan Wiberfett^ bie gte Surjef au^itel^t : 

fPoSei m(^n ber (Srtpe f jeben $EBertl^ SeKegen tann. 

Sd fep nun f eine ganje pcfitiDe 3a^\, fo ifl/ bem in 71 Se- 
imiefen^n unb ber in 74 an genommenen £eieici[^nunj| gemiKp ; 



Rf = [0 ArXl'+rtV 



gtti6|lituirt man biefen 2fu«ruc! in ber fo rten; flefunben^n 
^(ei4>uns/ fo tx^dlt man: 






Jh+rtl ^ 
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2)refe ®Ux^unQ je t^t / ^a^ hex Tluibvud 

B. =,0 fx-H-rtJ) (j) Ar"^ PS<(A.,,A.,A3 ... A„)j ' 

ou^ mrnn man bafe(6|t bet 3<^l^t n etnen gebroc^enen pofttioen 
rationa(en SBert^ beitegt/ tie SntruicEelung ooit 

barfleOt/ weburd^ ber pofpnomifc^e Cel^rfag fur rationaf^ 
ge6ro(^ene pofitiue (Sjrponenten bciotefen tft« 
S}?an m'^me nun in ber ©tetc^ung 

xiu • Hp = Rb^p 
p s= — n an / fo ergibt (i^ 

Rn • B — ^n ^ Bn— n = Bq 

& tfl aber 
Bo =® U^* ^(k)K^ f^K (A,,A„A,..,A„)| 

werc^er liu^hxud, ba T^^ nur fil? k = o in bie gin^eit, 

fonfl aber jle« in o ilbergcjt/ (i(^ auf ba^ eiujiije ®Iieb x** 

rebucirt/ atfo 

Rq = i.gi6t/ worau^ 

Rn • B — n = i 

unb B-n == -1- = (Ro )""' forgt 

Bn 

&^d'(t n einen po(ttit>en ganjen ober ge^ro^^enen SSertj^/ 
fo tfl/ wie bercit^ flejeigt uuirbe/ 

R„= f© Arx^+'' ]" 

folglid^ 

B-„ = f® Ar r»»+'M 

6^ giU a(fo bie ^olpnomialformet 
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aud^ filr rationale n eg ati\(e/g a njeunbgebrod^ient 
fEB^rtj^e l^e ^ Sjrpone n ten n* 

79. 

.S)te ^ol^nomtalformel tdf^t ftd^ burd[» bie gewSl^n(td[)e 
^d^Iufform/ nad[» weld^et man «om SommenfuraMen iun ^n- 
commenfuraMen dberiugel^en pffegt/ aud^ aiif incommen- 
furaSU Sxponenten au^be^nen. 

:Denn fit ieben incommenfurab(en SSSertl^ t>on n ti^t p^ 
eine commenfurabfe 3^M ^ pnben/ fo bag fowol^f bie 2)ifferenj 

I @ Ar X^-^'^ I — I ® Ar \^+^ I 

a(^ audS> Bn — Rv 
cl^ne StMfi^t attf ba6 3ei4)en^ ba^ i(l^ (log bem numerifd^en 
SBert^e nad^/ Reiner with , aU jebe gege6ene nod^ fo tUint. 

@r»ge* 

SBd're nun Bn nidj^t = j® Ar x^+'^ 1 " 

fonbern fd'nbe jwifd&en beiben ®r8gen ein Unterfd[)ieb D@tatt, 
woieip eine bejlimmte ©rfigeanieigt/ fo bag 

Rn = j @ Ar X»»+rt r + D 

w<Ere/ fo l^d'tte man, mei( nad^ 78 f&x ba$ commenfuraMe t 
ift/ buri^ Subtraction beiber &Ux(fymqen 

R„ ~R^ = [@ Ar X^+'*]"— f® Ar X^+A^ + D ' 

ober 

D =:4-Jh„-^R^— J|@Ar X^+'t]"— [©Ar xH 




426 

m\^9 ©fei^uttd hit 2ftina^ihe/ bag bie (ttben iftntt^atb ith 
iKfammern (te^enben Sifferenjen ffeitier gemad^t werben Ktineii/ 
aW jebe gegebene tioc^ fo ffeine ®r6ge, wtberfprid^t. €^ barf 
namtid^ weber bie @umme no$ ber Unterf^Ub jn^eier ®r6§en^ 
berert jebe fo lUin merben tantif aU man wiUf bent numerU 
f^en fSBfcrt^^ nad^/ etner U^xmmUn @rSpe/ wte D ift; qUI^ 
gefe^t tt^etberti 

£^ jfl alfo D :^ o ober 

tbai^ju teiDeifen war. 

SBenn man ben Soefficienten \)on x»'»+'«^ in ber 2ntwirfl^ 
lung 6er ^otenj be^ ^ofpnom^ 

Ar iHr* 



o,ta 



filr ben djrponenten n/ n&mli^ bie ®r6p^ 

® CD ^'^"""^ ^^""^ ^^^' '^•' ^? • • • ^"^ 
wctc^e wit ben jum Grponenten ii uni ium'^exdev r gelJ'S'^en* 
ben $o(9nomia( - £6efficienten nennen molten/ wii 

t$ Uvt'M in 77 gefd^ej^en t|t/ burd^ Ar anbetttet^ fo befie^l/ 
Utn bafe(&|l,gefii^rten Seweif^ iiufofge^ hit ©(eid^ung: < 

® AwAr — ^w ^^^ »-r 

ibtefel^^llnterfwiitrbigedtelation jmifd^en ben ^olpnomiaf* 
IXoeffici^nten jweier Sjfponent^n ji/ p peran(a§t un6 nod^ an« 
bere/ in ber ^btge brau4)6are SRetationen berfet&en aufiUfucf^en^ 

SBir woUen gegenwd'rtig bie ®umme 

w n p w n p 

@wAwAr-.w obe( oitfmej^r @ wAvA,£^# 
^U^flimmen fud^en# 
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' • I ...... . 

Aw « (^J) Ar'l>e»r (A,/ A. • • . A„) 

ober toeil |^ier Mr>o \)oriiu^3efe|t toirb/ fofflli^ ter nUbriflfle 
SBenl^ ))pn k ber (Stn^ett gtetc|^ I5mmt^ 

Aw^ ® ^J^Ar>Cm;:(A,, A, • • -^-^ 
ferner |^at mart 

At-.w = @ (k)^^^ pSwIr^(A„A, . * A«) 

^terauf finbet man bnv^ wixtii^f bit in 64 jiege(enen gi'f' 
met utmi^ t^erri^^tete/ SO^uIttpltcation ber ^olpnomiat'Soeffu 

p 
eienten Aw unb Ap^w unb burd^ bie rdcFftd[)t(td^ be^ Beiger^ 

Ik p 
w voUbrac^te ©ummirung be^ ^robuct^^ w Aw At^^, Um in 

77 ^ingefd[)(aj3enen SSBege fplgenb s 

w n ^ 

©wAwA^^w:^ 

«>oiei bie edmbirtalion^jeid^en gm^, €wl~7 (t* auf bJ^ €fe- 

tiien^: A^/ A,^ A3 « * • Am Bejie^eh/ ber^H Tfnbeutun^ mir 
l^ier/ ber^riie loejjeH^ me^Iaffem 

S^ ifl nun ba^ ^ombinatorif^e JCdgtega^ 

w 

«uf einett einfaiftvn HuSbtud ju rebuciren* 

Hu^ l^ter f^Ue^en iDtt/ tt)ie in 77^ baf btird^ bt<i S9?u(tt' 

pliiafion ton dto^ mit Sn)J~7^ bei ber am ©ummenieid^en an« 

gege1)enen?rit^bel^hung ber Settle \)on W/ aHe benE6aren Souu 
iinationen mit SBieberj^oIurtijeti iur ^(afe k utib ^umme t 



t^tiv bie &menU A^, A,^ A3 • « . Am entitel^eit / fo ha^ nut 
ber (Soefftcient jeber einjelnen Sompfexion / ber t^eiU tur^ bte 
M factor oorl^anbene ^ermutatipn^jal^f/ tl^eif^ bur^^ bie 9Sie(* 
fdiltigfeit il^re^ Sntflel^en^ ^erbetgefu^rt wtrb/ ju beflimmcn ifl. 

e^ fe? a; Aj A^ . • • . • 

u()enb einl au$ bert S(ementen A^^ A^^ A^ : « • Am gebUbete 
Sombination^form jur ^(affe k unb jut ®umme r/ fo ift 

. . an 4" ^^ +*c +*..=r 

®e|t man a = a, + a, 

b z=b. + b. : : 

u. f. n)» 
ferner a^ + b, + c, + • . ♦ = r 

fo entfle^t bie eomplerion A^Aj A^ • . . burd^ bie SKuItipIt^ 
cation oon 

a;« a^^« a^x . . . «nb a;« a^,« a\-. . . 

I 

ouf fo t^iet t^erfd^iebene llxUn , M bie obigen ©(eid^ungen ^o 
flatten, ben Sjcponenten a,, b,/ c, • ., . a,'/ b,, c,. .. . ^ 
gonjepoittioeSEBertl^e/ bie SZuUe mit eingefdi^loffen, anitiweifen. 

SDer Soefficient bet Sprnplejion A* AjA^ ♦ . . wirb in 

jebem einjetnen biefetr gitte burd^ Xid^ ^robuct bet SSerfe^img^* 
ia\^Un beiber g^^ctoren mit ber ^^id^tfumme be^ einen , nd'm^ 
tid^ burd[^ 

aj bjc, ! Jc» a,! ba ! cj k. 
ange^eben. S^ i(l balder ber Coefficient t^on 
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A" A** A' 
-^» ^t>' ^c 



• • • • 



am Snbe ber fUte^nund dUi^ bem com6inatcrifd^/n ^f^j^reflatf 



vr 



— • 



(k— v)! 



(aa, + bb, +cc,+ 2c.) 

^x + a^ = a 

^i +>a = t a, + b, + c, +...== V 

c/+c. = c a^ + b, + c^+ ... = k— T 

S^ if! nad^ 55 oetflattet/ jointer bem ®ummenjeid^en mit 
Urn iufamm^naef^tcn factor' 

aa,^ + bb, r|- cc, + k. 
wirKic^ ju murtipfidren/-^"^ l>be^ einjerne ^artiofprobuct ba^ 
ben angefiJ^rten SBebingung^^reidi^wtt^en angemeflene combinar 
torifcf^e Sffl^regAt ju ne^men , unb afle fo ev^altenen ^fggregate 
ju abbiren. 

2)a^ aui bem erjlen g)artiafprobuct entfpringenbe com6t^ 
>iatbdfc{)e Sfafltegat i(l 



.^ , 1-. 



ajbjcjic, aj,!bj,!c»!jc. 

S^fann^ w^if *»:• = (a, — i)! a, 

Yi = (v — i)! y i(l/ 
ferner d/v iii bem 53erjei(^niffe ber tJerdnberfid^eit ©rg^eit 
tii^t ^tttommtti , a(fo t)or ba(^ ®ummenjetcf)en gefegt merben 
btirfen, tvenn man iugletc^ a ftatt a^ — i fcf^reitt, aud^ fo 
Dorgeftefft merben: 

a!bjlc,!2c. a^!balc,!w/ 
[«# bj, c, * . • a,, b., c 
a -|- a, =s a,*-^ 1 
fei+ h^ :=Z b^ 
Ci + c, =5 c 



• ' • « 



] 



+ l>i + Ci + .*. = V— I 

+ ^a + C, -}- *.. = t--v 



/ 



i3o 



totli^ei combinatortft^e H^QveQat megen 39 in 

(k— i)! oar fc! 



(a— i)!blclic. ki a! b!c! ic. 

2(uf btefetbe iSSeife ergibt flc( 
bhr k! 

k * alb! c! ic. 
M Sotatmettj^ be^ bur4^ bad Aweite ^ortiafprobuct/^ ftrtter 

c c T k! 

k a! b! c! ic. 
aid SoCativert^ bed burd^ bad britte ^arttafprpbuct be^Httrnteu 
'USSt^SdUi u. f. to, 

2flle bufe 2(ddredau jufammengenommen (etragen: 
(ga+bb-f-cc 4* > > >) t k! 

k alb! c! u. 

rr k! 



k a! b! c!zc; 
unb biep t{t ber am Snbt ber SRed^nung erfcf^emenbe Coefficient 

t)on a; a); a; . .... 

SWutt i(l bie g>er mutation djal^I ber CTompIr* 

a! b! cl xc. 

xion AJAjAJ • ♦ • . unb bie S<^^^^tt t, k, t dnbern |tcl^ 

mi)t» inbem man oon einer ber ^ier ent|tel^enben Sompleirfa* 
nen jur anbern fortfd^rettetf man ^at ba(er bie ©(ek^un^ 

w pSw7 • i><^»^k— 7 =* IT p^">L 



i*» 



k 



^iebur^^ mirb : 



w a ' p 

®wA^ A 






■ 3i 

*'«'« CO == -^ Cr * 

s(;=:)Gi>.,iX°-')G-u)(^,.) 

?/C)Gi^O=»CtLr) = .-^(tO 

ba^ betgt: - 

w AwA,_w «= --T— Ar 
I,' n+p 

8i. ' 

3n b«m befonbern gaUc , n^enan^-p^^O; ob^rp=2— ^ 

id, er^(S(t Ar =s Ar fdr r = o ben 5E8ert5 i , fily r> o ben 
SSBert^ o , unb bie ^ter gefunbene f$orme( ^tbt 



(&wAw Ar— w' = - 

i,r • O 

Urn bi^ferr unUfiitt\men iluehvud ju verrtihbert, unterlaffe 
man (latt n f ^^^£7"* Jr w)ie e^ in Uv obigen Medf^nung ge* 

fd;e^en i(l/ -1! — ' " l^ ) i" f^fe^"/ ^^"" getrabe ^iebur(|> 
n+p \ ^ y 

wuxU in ben 3<Si^(er unb SRenner M JKefuItated ber gactor 

3 2 
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n-f-p so ixn^efi^xt 9)^an j^at ballet/ menii man ben ©atig 
ber Sted^ttung in 80 mtt SSeoil^tung biefer93cmerfun^t}erfo(^: 



unb fir ii+p= a 

^— *^ - — t (— I - 1) (- I ^ a) ... X— 1 -(k— g)I 
v*-^ 1 . a . 3 ... (k— 

tmb , 

® w Aw Af-w =5 rn ^(— O''-' At'' pSwj; (A,,A, , . • A„) 

k ^ 

= — rn @«(— 1)1^ Ar'' pa:< (A,/ A, ... A*) 
C^ tt)irb {>Sw^ (A,/ A,, A, ... Am) mit 

muUii^luirt /menn man jebe^ ber b Sfemente in ieber einjef^ 
nen Spmplexion mit— JL murtiptictvt/ baj^er i|l offenbar^ 

(— «)" Ar' pSwi (A,, A„ Ai ... A«) = 
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A^ Atn I 



i^r 



as— rn 



Jt » «. , r A., A^ Am I 



82. 

w tt p n-f>p 

2>a @ Aw A».w = Ar 

w n p wop rn »+p 
Ultb ©wAwiA^-w = @wAw Ar— w = Ar ijl, 

o,r i,r n+p 

fd ftnbet matt/ mentt man bie erfte biefer (Sfeid^un^en mit tinet 
von w gar nid^t abl^dngenben 3d^( ^/ unb bie jweUe mit einer 
tUn fp(d[)en 3<^|^I f* multiplicirt / unb bann bcibe (SUi^unstn 
Abbtvt : 

w "^ ? f rn 1 ^ 

^ (ii4"P) ^'■{■rn/x'^ 
n+p 

3n bem befonbttn SaOe^ wenn n+p=o ifl^ unb r>o 
l^at man : 

Ac » /r r f A. A, A„^ 

fdt r==o l^inge^en ift ber Sertl^ biefer gormel ssAA^ A« 
0e%t man^in ber aOgemeinen gormel 
fissn + jf, Xs3 i—rn 

fo Wirb (n-frp)A + rnfA^o 

f 

balder e [w (n +p) — r n] Aw A,_ws± « 
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tinb loenn man ba6 erfle/ fllr w = o ftc^ er^ebenbe @Iieb biefed 
liuibxudc^ tjon ber ©umme ber ilbrt^en ©lieber abfonbert: 

n p w 1^ V 

— rn Ao Ar -f- [w(ii+p) — rn] Aw Ar— w = o 
tvoratt^ 

Ar = 5—0 [w(ii-|-.p)— rn] AwA»-w 



erj^aften luirb. 



r n A •'' 



o 



©iefe gotrmel iefgt> wie ber ju bem S^ig^f r flel^Srenbe 
^olpnomtof-Soefficient fiJr ben £;rponenten p beredbnet wer« 
ben Eann, wenn bie xf^m tjorj^erge^enben Soejficienten/ wie 
aud^ bie r + i erflen Soeffictcnten einev^otenj be^ nmn(i(j^en 
^Polpnom^ fSr ir^enb einen anbern S):ponenten n gegebeji. (Inb. 

2(m einfadSiften' i(l e^ n=i anj^unel^men/ in n?el<^em 
%a\le bie ju ^iJIfe genommenen r+i g>oIp«0'rm6fI:=5oefficicn» 
Un in bie Soefficienten bee ^ol^mixi^ 

r 
©Ar ^^-^^ 

felbfl dberflel^ert / b. 1^. A» = A, tt)tr^, unb biefe gotrmel jl4) in 
A, = -T^® [w p — (r — w)] Aw Ap-w 

termanbelt/ bpburd^ bie doefficienten jebet ^^otenj eine^ fpo- 
(pnom^ ftufenweife, b. i* mit ^iirfe einer atecurfion ouf bie 
bereit^ gefunbenm , abgefeitet wetben fSnnen, alfo ber polp* 
,nomif(l^e 8e|^rfa| unter einer neuen, nd'mltd^ iintir t^er recur* 
rirenben, gprm bargejleUt <rff^eint. 

p 

Offenbar i(t Ao =A5 ; fe^t man nun in fe|tercr gormel 

r = I , a, 3, 4 2c.| fp pnbet man : ; ' 
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' A 

f f 

A « (p— QA, A,+flpA,Ao 

*Ao ^ 

A « (p-g)A,A,+fgp>^0A,A/+3pA,Ao 

3A.. 

A B (p— 3)A. A,40p~<»)A,i.-H3pr-i)A,A,q|:4pA4Ao 

fl. f. to* 

83. 

Huf bit oorf^erge^enben @d|t Aeftd^tv tann man |{1d^ ^u 
no^ adgcmeinern Stelationen iioif(^en ten ^o(;^itomtatSoeffis 
iienten er^e&em 

Sid jegt toaren bU ^otcniejrponenten ber $p(pnomtaU 
Coefftctenten in alien ©(iebern ber fummtrten S?et^e biefetben ; 
el (affen ft4^ aber^ wic Stot^e in feiner oortreffltc^en 2)itTer« 
tation de serierum reversione gejeigt ^at/ au(b rege(m<ii$t^e 
So(0en von ^robucten fol(^er ^ofpnomiaUSoefficienUn fum< 
nutren/ beren ^otcnjerponenten ten einein ^(iebe jum anbeirn 
in artt^mcttf4)er ^rogreffton/ iebo4^ fo fortfc^ieiten/ ba^ i^re 
@umme tint^erdnberlttl^ ift. 

SBir n^oUen l^ier ben SBert^ ber @umme 

@ , T. ,V Aw Ar-w 

o,r (n+^wd) (p— wd) 

we(4)en n)tr ber ^urje lue^^en = S, fe^en ^ auffucfyen. 

SBir erreic^en unfern Sitotd, menn mir im Stanbe ftnb/ 
eine 9vecur(iondformel ju ftnben/ wefc^e 8, burt|> S,_,, 8,—, 
u. f. n). audbrdcft. 2)enn ba oul ber ^Qxtn ber ju befitmmen« 
ben ®umine letc^t erfannt wirb ^ bap 
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\ 

I 

unb wetin man ba6 erfle/ filr w = o fic^> evgeUnbi @lieb biefe^ 
2(u^bru(lc^ Don ber &umm$ ber itbri^en @lieber abfonbert: 

n p w i' P 

— rnAo A, -f [w(ii+p)--'rn] Aw Ar~w *= o 
^ »/» 

woratt^ 

Ar == T- ® [w(ii+.p)— rn] Aw A 



erj^aften wirb. 



r n A *'* 



o 



©iefe gormel ieigtv wie ber ju bem S^ig^f r flel^Srenbe 
^olpnomioI-Soefficient fflr ben €;ponenten p beredSfnet wer» 
ben fann, wenn bie i{^m tjorl^er^e^enben Soejficienten/ wie 
aud^ bie r+i erflen Soefficientcn einer^otenj be^ ndmliij^en 
9>oIpnom^ ffir ir^enb einen anbern Sjrponenten n geflebeji (inb. 

2(m einfadStflen- i|l e^ n=i on^unel^men/ in n?e((^em 
%aUe bieju^iJIfe genommenen r+i g>oIpniytliiM-5oefficicn» 
ten in bie Soefficientcn be^ g)ol9nom$ 

r 
.@Ar X^+'^ 
«/» 

* - / • • 

felbfl dberflel^ert/ b. 1^. A, = Ar wtrb, unb biefegormel ji4) in 

.• 

p, 1^ -,*•**' 

At = — r--© [w p — (r — w)j Aw Ar— w 

termanbeU^ bpburd^ bie doefficienten jeber^ ^^otenj eine^ fpp? 
(pnom^ flufenwfife^ b* i. mit Spiilfe einer Stecurfton auf bie 
bereit^ gef unbenen / abgefeitet wetben fSnnert/ atfb ber polp^ 
nomifd^e 8e|^rfa| unter einer ncuen, nd'mfid^ iintier ber recur* 
rirenben/ gprm bargejleflt erfcj^eint, 

p 
Offenbar i(t Ao = A^J ; fe|t man nun in le^terer gormel 

r == 1; s> 3^ 4 u./ fo pnbet man; 



balder / wenn man in biefer ®(eid[|ung 

/, fV w, n, p, r 

mit 
T "4- w Z/ Z^ b/ p — . ^ d, z^ r — w 

oerwe^lfett : 

k ^ p — ^wdl t 

©(T+wZ + kZ) Ak A,u-^-k =s 

_ (z+p— wd)(Y-fwZ)+(r— w Xp— wd)Z «+p-wd 

2 + p — wd ^ 

_ (z+p)Y + rpZ + [(z — rd)Z— Yd]w «+p-wd 

Z + p wd Ar-^w 

93erfud&en wir bie SBertl^e \)qtt T, Z, z fo ju beftimmen, 
bap bie @(eid[^ungeft 

(z+p)Y+rpZs:o 
(z— rd)Z— Ydcso 

0tatt ftnbem Z)te iweitt (SUi^unQ gibt 

z — rd 

Sirb biefer 5BBert|^ in bie erfte ©reid^ung fubflituirt, fo 
l^abett iDir; 

(z+p)T+^ = o 
z — rd 

ba^ i|l (z-l-p)(z — rd)-f-rpd fi=o 

ober z"+(p — rd)z = o 

wetc^er ©(ei^ung b(op bie Sert^e 

z=:o tinb z = rd— «p 

®en]3i:ge teifien. 

2)ie 2(nna]^me z = o i(l unferm gegenmd'rtigen SJorl^aben 
ni^t angemejfen ; benn bie in bem combinatorifcf^en 2(ggregate 



® (Y + S Z) Ar-a 8. 
o,r 

auf bejfen Stebuction bie .gattite dtecf^nting sm^Ut ifl^ vorfomi 
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menbe (Sxi^t A.^ v.rfc^minbet/ fo(a(b s benSBcrt^ o tx^iUf 

Un ^aOs^r au^Qcntrnmin, in iDetc^em A«.^ in AoASerge^r^ 
a(fo/ tt)i« au^ ber arttbmeti{4;^n i|3^beutung etncr niit bem ^jr« 
ponenten o verfe{^enen ^otettj er^ellet/ ber Sinj^eit Qleiii) iDtrb. 
(£0 bietet ba^er bei biefer ^^Bcfttrnmung von z ta$ ongefil^rte 
CDmbinaCorif4)e 21jggredat b(o§ ixn ©Iteb/ li<tmU4^ 

(T + rZ)8r 
bat/ wtl^e6 hwax f inbem bie betben ®(etd[^ungeti 

(2 + p)T+rpZ=o 

(a — rd)Z— Yd = o 
fdr a = o aud^ Y -|- r Z = o geben / \)erf4)imnbet/ aOein ju 
feiner d{ecurfion$formeI ftlr S» t>er^ilft. 
(ii bleibt ba^er niifti xoeiux dbrtg/ a(^ 

E = r d — p 
jtu fegen^ woburd^ jcbe ber jtvei obigen ®Uid[^ungen in 

y d + p z = 

itbergcl^t/ eine Sleid^ung^ )ueltl[)er unid'(^fide/ jebcd^ (tet6 einer^ 
lei 9{efultat ^erbeifd^renbe Sertj^e von Y unb Z entfprec^en/ 
unter benen mx bie einfac^flen 

Y = p, Z = — d 

^^ieburd^ ftnbet filr /eben SBertl^ von w bie Oleid^ung 
Yz + p— wd)(Y+ wZ)4.(r — w)(p — wd)Z _ 

z+p — wd 
@tatC/ aui^^enommen/ wenn w = r <]iefe^t mirb/ in tveld^em 
Salle z + p — w d verf4>winbet/ uiib obiter ^xutSf bie gorm 

- anntmmt^ beren waiter SOSert^ j'eboc^ offenbar 

lf±Zz::iiHI±I^=T+rZi|i. 

z -(- p — r d 

^ubftituiren wix oUe bi^r erl^a(tenen 9?efu(tate tn^ benT 
oben filr 



i3i) 



@(Y+»Z)A^8. 



o,r 



aiQtUiMtn 2(u^brttcFe/ fo t>erfd[!tt>inbet bie barin erfdipeinenbe 

k p-— wd ■ 

e (T+ w Z+kZ) Ak Ar-w-k 

tiur bann nid^t/ wenn w = r tfl^ wobur^ bte fi(^ anf ben 
S^tfl^r w bejtet)enbe ®umme ouf ein ®(teb rebncitt tvtrb / unb 
folgenbe ©(eicj^ung ent|le^t: 

■ rd — p \ mlm r tt n-f-rd o 

@ (p — 8 d) A,-^ S, =- — • ■—; jT A, (p— rd) Ao 

o,. (n-i.rd)(p— td) >*^ 

ober 

(p Sd) Ar— • S, = J T- Ar 

^^ ^ n -J- r d 



o,t 



Siefe ©(etd^.ung \>xMt bte jmifd^en ben ©rSfjen 

So/ S^^ S,/ S3 • • . • Siv— 1 / Sr ^ / 

beflel^enbe 9te(ation au^ / unb ifl ba^er ju einer recurrtrenben 
35e|ltnimung b^rf^I^^n geeignet* 

Z)a aber jtt)if(^en btefer ®(et^uni$ unb ber in 8a gefun« 
benen eine leid^t bemerfbare 2(el^n(tc^Eett @tatt ftnbet/ n^elc^e 
bte SSermutl^ung 9eran(a^t/ S. moc^te burc^ einen bem B^W^ 
s ge^6renben ^ofpnomtal* Soefftctenten barjteObar fepn/ .fo 
n^eUen toix in 82 bie ®r&^en 

^/ f*/ w/ n/ p 

mit 
T, U/ 8, u, rd— p 
oermed^feln^ inbem n)tr T/ U, u vbr ber ^anb ali unbeflimmt 
anfe^en^ wobttrdj^ n)tr bte ®(ei4^un g 

• n rd— p Cu + r d — p) T + r uU ^-^^—p 

o,» "^ u-f-rd — p 

er^alten. 
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@e|en tt)ir nun 

(T+sU) A. « (p~8d) S. 
(u+rd— p) T+ruU = X+r/* 
n^rd — p=sn+pd 

fo ergibt pdf au6 ber brttten biefer 2(nnal^men 

U =r n + p 

unb e^ ge^en bte beiben «nbern in 

(T + sU) A.' =5 (p — 8d) 8. 
' (n+rd)T + r(n-t-p)U = X4-r/«a6er. 
Caffen wir l^ier s = o fepn , fo ftnben wir 

n-fp 

T Ao = p S, 
2(6er/ tt)ie6ereitd oben Umexlt wurbe^ ifl: 

So = — Ao Ao unb 
np 

wt^en Ao=Ao, Ao=A5 

n p n-f-p 

t|l Ao Ao=A^+»=A, 

»+p X »+p i 

^ fotjti* T A„=-A, 

b. ^. T = iL 

n 

' ■ . » 

(Enbttd^ et^iht ftd^ autf ber {metten ber an^enommenen 

©(ei^ungen : 

U = X4^rf< — (n+rd)T 

r (n+p) 

balder wirb mit Su^tel^ung be^ gefunbenen Sertj^e^ ))on T 

X 
X+r/x — (n-f-rd) — 

r(n + p) 
n /It — 3X 

@e|en wit nun in ber ©(eid^un^ 
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s = r, fo cv^alten wlr : 

Or «■ . Ar = ; — ; — : Z JT <»r 

p — rd n(n+p)(p-rd) 

S^ i(l Umna6f , it)enn (iatt Sr bie burd^ biefed S^ic^^en ah^ 
gebeutete ©rSfie gefd^rteSen tuirb : 
w X -f- W/A «>+^d Pr-^i 

o^ (n+wd) (p— wd) 

_ (D + p)^ + r(n/Lt — dX) n+P 

n(n+P)(p— rd) 
(£^ fep in^Sefonbere : X=p^ /x=: — d/ fo ergibt (i^).' 

W I ii-j-wd P — wd I n-|-p 

® ^ I ' ' J Aw Ar^w = -- An 

ttnb fili^ p= — n, r > o 

w \ n-l-wd — ^a-4-wd) 

£)te Umfel^rung'ber Steil^eii^ 

84. 

Um bte ISBi^ei^feU b^t fo eBen betDtefenen 9te((ittcn it^U 
((^en ben ^olpnomial s So^ffici^nten anfc^auKc^ ju ma^in , 
woKen n)ir ba^ ^robtem UxUmU^x^Xii ber SRei^eti auflofert/ 
to zlijt^ a\xi bcr ©(eid^ung 

r 

y J^ =^ ^ kt X^+rt 

tooburd^ trgeitb ein^ ^otettj^ ber ®r&ge 7 in etner nad^ $oten^ 
^en oon x fortfd^rettenben dtetl^e ge^eben wirb/ filtt ir^enb etne 
^oteit^oon x/ {«%• filr x*" , einen nocf^ .^otenjen oon y georb* 
n^ten 2(ulbntdF aBjutetten forbert \ 

au^ ber gegebenen ©leidj^iing f orflt, n^^n man beibe S^eirt 
berfetben jur ^'Otenj / beren Sjrponen i 

n + 8 t 

^ ;. 
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@e|en wxx nun 

(T+sU) A. ?= (p — sd) S. 
(u+rd— p) T+ruU = ^+rfl 
u+rd — p=n«-f-pd 

fo exQiH p^ aul bei: txitun biefer linna^mtn 

a =r n -|-' p 
tinb e$ ge^en bte beiben «nbeirn in 

(T + sU) A.' =5 (p — 8d) 8. 

(n + rd)T + r(n-|*p)U = X+r/* &Ux. 

gaff^w wi^ W^ * = ^ ^9"/ f^ ftnben wir 

T Ao = p S„ 

TiUvp miebereitd oben bemerit wurbe/ ifl: 

So = — Ao Ao unb 

np 

wegen Ao=Ao/ Ao=A? 
ijl Ao Ao==A^o"^=A. 



Q 



^ folati* T Ao = - A, 

b. ^ T = iL 

n 

(gnblid^ ergibt ftd^ aui ber jn^eiten betr an^jenommenen 
©(ct^ungen : 

U r= ^+r^ — (n+rd)T 

r (n+p) 

balder tt)irb mit Suiiel^ung be^ gef unbenen SBert^et opn T 

X 

X+r/Lt — (n+rd)-- 

U = — _^ 

J^<n+P) 

— n /It — dX 
@^|<n tt)ir nun in ber ©Uid^ung 
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ndf^^ftvorl^erjel^enbett. SiSan fann ba^erbiefeunBeftimmten@r6« 
gen/ ba fie in alien Soeffictenten in ber erflen ^oten^ erf((^et« 
nen / immer fo fteflimmen/ bag ba^ erfTe ©tieb ber nac^ ben 
^otenjen oon x fortf^reitenben dtei^e ben SoeffUienten i he* 
lommtf ober =x» wirb^ unb dffe fof^enben ©liebet verfc^bin* 
btn, toobutd) iHQiex^ ba6 ^vobtem/ x" bux^ eine nac(^ 7 ge* 
orbncte dtett^e barjufleaen , fitioft i(l. 

e< fep atfo 
tinb fiSr alle SSert^e t)on Vf oon ber SinJ^eit angef angen: 

fo wirb ^'"^ 

m(n^st) 

X" = © K, y 

Q 

& (anbelt [\i) jegt nur me^r urn bte 93eflimminig 9on 
Ha. 3u btefer oerl^ifft bie (egte ber in 83 erj^altenen @Iei(^un« 
gen/ njmlic^ 

; Aw . -Atw^ =0 

o> n +wd 

wtl^tf roenn wir Z!./ _/ 8/ r 

h .h 

(latt 11/ d/ w/ r fe|en 

unb / fo n)te ber Ailr je wegen 

Av— » burd^ Bv-^ 
oorgeflent with, au^ 

Ag burd^ Cs anbtutetif 
fofgenbe ®i^aU annimmt: 

• J 8 8 

—7— C. Bv-^ = o 
^^y n +.8t 
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ober, wenn matt aOe ©fieber bief«< combinatorif^en 'Xagtregai 

tr^ mit n muUipticirt : 

• n • • 

— — C. B^, == o 
o,w n+st 

hax^ biefe ®Ux^und merbett bie Sert^e oon 



n • 



4 . ^ ■ »* > 



n + ft^ 
fur 8 = o^ 1 ^ 3/ 3/ 4 • ♦ • ^^« 

mittetft ber ©rSfien 

o X i 9 

Bt , Bt— 1/ By— «^ By— 3/ • • i W« 

tia^ bemfelben Mecurfion^flefc^e bejlimmt, nad[> wer^em bU 

fiiif s =-0/ 1, 3/ 3, 4 • ♦ • ^^* 

burd^ bie ©(ei^^utid 

@ Ks By-* = o 

mittetjl tUn bUfet ®r6§en er^Qlten iuerbert/ 

3(1 balder einer ber aSertl^e t)on K, bem entfpre^^enben 

aSertbe t)on ^^Ca flteid^/ fo mu^ aBgemein 

I ■ 

fepti. J * 

gjun i|l K, B^ = 1 

D 

tinbBo = Ao = A^ 

— n 

fetflli(^ Ko=^ — Ao *» == A, 

Bo 

e 

ober Ko = Co 
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n * 
fine (BUiifunSf weld&e mit K, = -- — C. 

n-J-st 

K» =— 7— C« = — — At 
n-f-st n-|-st 

tinb bie oerlangte UmFel^rung ber dtet^e 

r 

y« = Ar x^+'t 

wirb bur<^ bie gbrmel **. 



/n+st \ 
X» = — A. T 

o n+st "^ 



»(n4-»0 



A. ben Eoefficienten »on x . ^ ** ^ 



ou^gebriicF t / wo^ei 

As ben Soefficienten von 
in ber (^ntividFelung ber ^oteni^ 

Ar x^+rt I anjeiflt 

!&iefe merfmiirbtge ^ormel wurbe t)«n Sf<l^enbad[^ mu 
ler einer etma^ vcrdnberten ®efla(t burc^ 3nbuction gefunben r 
von ^inbenburf) unb Stotl^e auf i^ren einfad^ilen 2fu^' 
brucf. dj^ra4lt# unb von Se^terem j^uerfi auf ^n^eifad^e 2frt in 
ber bereit^ oben txwS^nUn, i\x Seipjig tm 3a^re 1798 er« 
fc^ienenen/ Diflertatioh de serierum reversione bewiefen. 

2)a bie @r6^e h in ben SRenne.rn ber S;rponenten ieiier 
^oten&en ber umjuBe^renben 9tei^e erf4)eint, welc^e bie <Xoef' 
ficienten ber ^auptgrSge fdr bie um<}e!elS)rte 9tetf)e barbieten # 
fo fann obi.ae $orme( nur bann angemenbet merben/ n^enn in Ujc 
umjufe^renben 9tet^e 

Ar x'>4-«'* , h von d verfd^ieben ifl. 

o 
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85. 

Sofgenbe S3etfpie(e mSgen Un (Stbtauify btefer Strmcf 
ttUuttxn : 

' ' i.a«3 i.2.d.4.5 i.2.d 4*0.o.7 

r (—1)' x"+»» 

e< fpn X bur^ 7 au^gebrMt loerbett. 

• 1 —(»+«») 
X sa @ A, y«+" 

o 1+28 

loobei^ tt>te au^ ber friSi|^er entiDicfrften ^olpnomialformeC er« 
!Die wirRi(^e Serec^nung bcr fucccffioen SSertl^e oon 

1 — (i4-«s) 

--; — A. ai6t 

1+2S 



— • 

fir ft s= o; Ao»i 

8 = 1 ^ t' ^ * /^~^^ _ * — * 

1 1 . 1 .^ 5 . 

6040 90 l8 112 

u. \. m. 
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^i t|l bemna^ 

X = y + 1 y» + 1. yS + j'' + tc 

6 4o 112 

0bf(^on bte Umfe(^rurtg^fotmeI ben numerifd^en SBert^ 
jebe^ beliebioen ©liebed ber um^e£e^rten 9?eil^c an bte Spant> 
^iitf fo (d'gt fid^ bur4^ bicfel^e t>a$ adenfatt^ in>tfd^en ben.Soeffu 
cienten in ber urn gefe^rten 9?eil^^ befte^enbe ^tibund^gefeg nut 
in fo fern mit t>Saiger ©emi^l^eit erfennen/ af^ man eine be= 
flimmte Stetation jiDif^^en ben $o(pnomiaI«Soefftcienten oon 
ber gorm 

A, 

nac^jumeifen nermag/ tt)e(d^ed iebo$^ wenn nid^t inbirecte SBe« 
trad^tungen ju ^iitfe aenommen werben fSrinen/ in ben met-^ 
flenSdaen mit bebeutenben ^d^^mierigfeiten verCnllpftfeQnbdrfte. 

00 laffen ftd|) in bem obigen ^eifpiele bie bort erl^ddenen 
2fnfani(j^3lieber ber Meil^e filr x unter fotge^iber ®e|lalt bar- 
(tetten : 

— o y + — r-^ y "• — r; — y + ^^• 

a. 3- a. 4*5 / a.4.o,7 

wobur4> ba^ ®efe|, na^ wel^^em biefelben f ort^jreiten, fogleid^ 
inbte2fui3en fdUt, obgleid^ bie JCagemeinflilttigfeit biefea ®e* 
fe|e^ far atte fotgenben ©lieber ber SRei^e ^ieburd[> U\m$toed^ 
begrAnbet ift. 

a) @^ fep X = 1 TJ- x« y unb x*» flirdj^ y au^jubrflcf en. 

filer ijl y = iHi ^ x-*+' — x— 

f otglic^ in ber obigen. Umfel^rung^f ormel 

m = 1^ h = — a^-i/ t = — 1 jufe^en* SWan pnbet 



x" = @ Aa y N*— »/ 



ft 

^ 2 
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n — * 



W^bei A, = @ ( rr; ) pOfmi ( — r) t(t. 

o ^ k '^ 

3BU man fic^t / (ann l^ier k i(oj) ben eiujit geti ^ertl^ i^ an* 
nel^men/ ba^ev i(l 



n — s 



aifo ^" = f ^^mv^y (— »)* y 

:Sur(^ ^unHdriffe^ ftlr tuefd^e ft<& fetne oQ^emetnen dtt^ 
qefn geben laffen ^ tv^dlt man in folc^cn gdltten tie ^u fudS^enbt 
S{ei]^e oft untev einer einfad^eren ober bo4^ ju wtitexn ^^x* 
f($un()^n Dori^eil^afteren ©eflaU. 

Sd fep in bem oorltegenben ^Beifpiefe: 

X« y r= z, fo with X = jr • z • ' 
t I 

fol^Ud) y • z* 3=i-J-z unb 

I I I , 

— ^— — — — ~~'-4« * 

y * ass Z • + Z • ' 

Z)a nun dud^ 



n 



x» =^y • z * i(l, 
fo fudffe man au^ ber redeem ©feid^un^ mtttefft ber Umfe^run g^^ 

n 

formrf elne Meil^e, wetd^e z • burd[> y barflettfc, 

^an n)tfb bejI^alS in ber ermdil^nten ^ormel lYatt 
j x^ m^ n^ h^ t 

bie ^^^t^e z, ^1, 1,-1, I 

fi a a 
fe^en/ unb 



i4() 



t 



«• 8= @— — A. y»* 






" 8 



• n /u+asV 

©ber X» s= ® — ; 1 • ly* 

o n-J-asV * /' 

SBerbcn bie eifien @(teber be^ ccmbtnator(f4;en 'H^QXe^aM tnU 

wicEeU/ fo l^at man : 

w» = w ^ » y ^ p(n4-2a-i) ^,^ n(n+3a->iXn-^3a-a ) ^^ 

1 . a 1.2.3 

, n(n-4-4a— i)(n-f-4a— 2)(n+4a— 3) ^ , 

-|- . _j ■— J "T" **• 

I .2.0.4 

e^fonbere S^^I^ ^^^ pol^nomtfd^eit Se^rfa|e^« 

a.) Dec b.inomifcf^e Se^cfat. 

66. 

@e|t man in ber allgemeinen ^cIpnomiaIforme( 

I® Ar Xk+'t I = 

-« f x^'^+'t i ^j^ a;-^ pCw^a,. a,, A3 .. . A„)l 

ms I / Aq =:a/ A, = i,h =0, t=i, 

fo t)erit)anbeU (i((^ ba^ ^tlpnom 

Ar x^-t** in ba^fBinom a-fx; 
fernev erftredPt (id^ (Sm;^ b(o^ auf ba^ ben S^iitv it fi:i|^renbe 
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t. 



a»-^ x« 



Slement i/ unb balder ifl fiir kito^ ber SB^rtl^ r moglic^/ 

tt)el<i^e ©leid^ung fdr jeben SBertl^ von n (efte^t^ unb ben foge^ 
nannttn btnomifc^en Se^rfag au^brMt* 

@4>reibt man (latt T^") bie burd[> biefe^ Sei^^en ©orger 

n(n — i)(n — 2)(n — 3)«>.[n — (r — i)] 
1 • 2 * 3 • 4 ••• r 

unb Id'pt ba^ ®ummeniei4^en n^eg ^ fo "fyat man : 

(a + x)» == a" + na»-» x + "^'^~'^ a—* x" 

1.2 * 

+ ft(n-0(n-a) ^„_3 ,. ^ ,,^ 

1.2.3 

87. 

SBid man ben binomifd^en Sel^rfa| ftlr ftd; a0etn/ abgefon- 
bert \)om polpntmifd^en Cel^rfa^e auf bem Eilrjeflen SBege er{)a(« 
ten/ fo fann bieg fiir einen ganjen pofitben gjrponenten mit 
^tirfe ber in 65 gejeigten €ntn)icferung be^ ^robucte^ • 

(a +x) (b + X) (c + X) (d + x) ... . = @ Sn-r (a,b;c,d. .)x' 

gefd^eJ^eU/ menn man bk n CSrSgen a; b/ C/ d . • « einan- 
ber g,Ui^ fegt !Z)enn unter biefer 93orau^fegttng etitftel^t au^ 
j'enem ^robucte bie $oten^ 

(a+x>; 
ferner gel^t iebe Sompteji-ion won Sn— r (a, b, c, d ••.)Jn 



.n— r 



fiber, weld^e ®r6^e fo oft iu nel^men ijl, aU e^ folc^e (Somple* 
jrionen gibt t, namlid^ : 



C-.) 



maly ober wejjen 32 



(°} 
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Ste 2(agememgA(tigfeit tiefer Si>fniel/ J^infid^tlid^ Uv 
fGBert^e be^ Sjr^onenten n / mii^te bann auf bemfel^en SB^ge 
l^ewieffn merben^ loeld^er bei bem 93e!Detfe bev Jingemeint^eit 
be^ pofpnomifdj^en Sel^rfage^ (77 unb 78) eingefcj^Iagen murbe^ 
inbem man jeigt / ba^ n>enn 

Rn ble SReiJe @ Tj! ) a—' x' 

anbeutet/ fAr beltebige SSBevtl^e Den n unb p 

Ra • Rp ^^ R»+p i(l» 
3um 93en)eiff ber tfii^tiQUit biefer ©leid^ung gendgen je- 
bodj^ bie in ^5 unb 76 entn^icfeUen ^d'^e^ unb man bebavf ber 
dbrijen in 77 angefleKten S^etra^^tungen ni(|^t. 

88. 

©ie gormel 

(a + x)» = @ /'»^ a»~' X' 
woDon fj a"—' x» unb 

jtt^ei unnitttelbar aufeinanber folgenbe @lieber anjeigen/ ijibt 
jur @ntwufe(ung oon (a+x)» fof^enbe Steget an bie ^anb: 
9)?an bUbe bie SKei^e 

a" / a°— ' X, a"-"» x»/ a°"^ x*^, • 
it( beren jebem @(iebe a xerfcf^etnt, a mit Sjrponenten^ bie t)on 
n angefangen ^et^ um bie €in^eit abnel^men; x mit Sjr)yonen« 
len^ bie Don o angefangen jlet^ um bie Sinl^eit luac^fen^ fo 



\ 
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bag bie @usipme ber (Sjrponenteti ooq 9 unb x in I'ebem @(tebe 
=s n i(l. SiRaii ^eU Urn er|ten ©Itebe ben Soefficienten i. Urn 
ben Spefficienten eine$ fofgenben ®(iebe^ ju er^^en^ multu 
pUcire man ben Soeffifienten be|$ fid4}(l Dor^erg^^enben ®litbe6 
mit bem biefem le^teren ©liebe jugeJ^Srij^en Sjrponenten oon a/ 
unb bimbire ba^ ^robuct burd^ ben im jjeforterten ©liebe er* 
f^einenben (Srponenten \)on x. 

3(1 n eineganje pofUtDe 3al^(/ fo enbi^tftdl^ bie Opera* 
tion/ fobalb man ju bem (n+i)ten ©liebe Hmmt, wef^^el^ 
an— n x« ober a® x" = x** ent^alt; benn bie Soefficienten aU 
(er fof jeriben ©lieber r^erfd^minben f ba fte ben factor o in ftd^ 
begreifen. 3(1 ^^^^f nfeine ganje pofitive Sc^^U fo n?irb (a-j-^)" 
bMr(^ eine unenbUd^e 9teilf)e audjf)ebn!icft. 

?(uf bie l^tcr befdj^riebene SBetfe ftnbet man : 
(a+x) «=a '+2ax+x * 
(a4.x>=a»+3a«x+3ax»+x5 

(a-f-x)*=a*-f4a»x+6ajx»-|-4ax»+x* 
(a-|-x)5=a'+v5a*x-f-ioa^x*+ioa*x''+5ax'»+x? 
(a+x)*=a*+6a5x+i5a*x«+2oa*x»-|-i5a»x^+6ax5-f xf 

U. f. n). 
(a-J-x)-* =ftr! — a~'x + a-»x»— a-*x» + a-5x* 

— a-«x5+ 

(a+x)-» = a~» — 2a~*k +3 a-*x« — 4 a-Sx^ + 6 a-^x-* 

— f)a-^x»'+.**.i 
(a+x)-5s:;a-*— 3a-*x4-6a-«x«— ioa-^x* + i6a~^x* 

— 21 a— • x5 + .*.,. 
(a+x)--* = a--* — iia-5x+ioa-*x»— 2oa-'x» -[-SSa-^x* 

— 56a-9x*+ 

(a+x)-5 — a~5_5a-«x-J-i5a-^ x«— 35a-«x> +76a~9x* 

— 126a— *"x5-|- 

(a+x;-^f=a-*-6ar-^x+2ia-8x«---66a-'x»+i26a-»^x* 

— 252a~"' x*4"** 
u. f. w. 



• t * 
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X 1 , 1 



» V_s 



a 



Ti\* 



+ 



1.3 s 



a. 4" "^ ' a.4.6 

1 /i.^ 7 

'3.4.6.8 *» ' »*+ 

1.2.5 



a -x» 



• 4 1 ^_« 1.2 S 1.2.5 8 

^' (a+x) = a^+ -r a ^ x— ^-r a^x«+ -7— a ^ x 



3.U 



5.6.() 



VCa+x) = a^+ - a~* x- . „ 



1 .2^5>8 It 

" 3.6.9.12 * ^*'+ 

1.3 _ 



T 1.3.7 — »« 

* T 4.8. 1 2 * 

_ 1.3.7.11 _r5 

tl* f. ID. 

1 « 1 3 1.3 _^5 1.3.5 f 

-rr^=a ^— —a ^ x-4- "T-a »x«— • r-^^a ^x*^ 



\/Ca+x) 



2.4 



2,4.6 



_L '»3.5.7 _4 
I ^ — 7^ — :r" a - x* 



V 

I 



2.4.6.8 



« • • . . 



v/(«+0 



— a *-"ir * ^*+ 



3.6 



i.4»7 — V 

3.6.9 



—a ' X* 



g, i>4>7''o —V - 

I "ITT a ^ X* — 

0.0.9. 12 

1 t 1 I 1.5 5. 1.5.9 — V 7 

"4 = a *— T«^^3t«+7-7ja ^x«— 7-7— a ^ x» 

V/(a+x) * 4.8 4-8.13 

1.5. 0. i3 , f r 

— Z /^ ▼ X* 

4.8.12.16 

u. f. m. 

, 89: . 

. 3 I 



1.2 



2 



OCX")' ©'"•'■»• 
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bariufteDen pfte^ctif in htx aOgemeinen (SntwicFelung ^ber ^c 
tetii etnee fdinomi, al6 Soefficieitten ber'au6 ben Sefionbtl^eu 
ten be^ IBtrtoml geMIbeteit^robucte auftreten, fo fdl^ren {ie 
au(^ ben Slamen: $BinomiaI«Soef f icienten, 
®o ivie allgemein 
/^n\ _ n(n^i)(n— g) . . . [n— (r~i)] 
\^y I • a . 3 • • • r 

t(l4 fo ttf)&lt man, tnbem man n mit — n toertaufd[^t : 

'— n'^ «. *" P ( — P — i) ( — P— g) > * « [ — n — (r — i)] 

S • O • » • 'It 



(r)=^ 



_. (_,y P(P + 0(P + g)**>(n+r— 

1 • 2 • 3 



• • • 



= <-.)■. C^-) , 

Sn^befonbere finbet man : 

(7) - (-.- 

Ssertaufd^t man aber in ber obi.<)en Sormef a mit -i unb 

n 

mit — ™ / fo erflibt jid^ : 

(!)= "("-) (-.-0-(^-<->) 

1 • a • 3 ••* r 

_ m(m — n)(m — 3ii).«.[m — (r — i)n) 
n • 2n • 3n » • . rn 

1 m Tm — n) (m — 2 n) • 4 4 [m — (r — i ) n] 



• • • 



n' 1 . a . 3 



/ j; "N _ / i)r ^ m (m +n) (m + a n) . ♦ . [m-Kr— Qn] 
V r'' n . 2n • 3n •.♦ rn 

_ ( — *y m (m +P ) (g> + ^n) « « » [™+(r — Qp] 

• 9*3 



ir - . -^ . . ^ , ^ 
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%efonbere ^d'Oe tiefer 'Hu$\>xMc jinb : 

(JL'\ _ 1 1 .(i — n)(i— 2n)...[i— (r— 1)11] . 
r y n' I • 3 » 3 ..•• r 



(—0'-' i.(n— i)(3n— i)...[(r— On— 1] 

SL > n II • -■■- • - - -- — — - ■ ~* 

n' I ♦ 2 • 3 ... r 

gefegt wcxUn fanrt/ fetner 
'__L.\ _ (— 0' (n + 0(311-1- 0..[(r—i)n+i] 



(-1)-'^- 



*• • 



Sit filr jeben S33ertl^ \)on n fleltenbe ©Ui^utiQ 

0) = ('-') -^ ('- ') 

fann in bem %aVitf wtnn n Mo^ ganje po|itit)e SBertl^e erj^oft, 
^ux QSevfertigtinj einer SakDe ber %inomia(-Soeffictrnten mit 
SJortl^eil 3ebroucij)t werben. 

HU S3eif))iel mag l^ier ber Tinfan^ einer fold^en Sa^eKe 
btenen* 



15& 
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120 
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i65 


33o 
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46a 


33o 


i65 


55 11 


1 
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la 


66 


220 


495 


792 


924 


79* 


495 


220 


66 


12 


I 



Sebe 3a^( biefer SabeCfe ent]le^t/ wenn man bie &Uv 
il^r ^e^enbe j^u ber biefer (extern vorange^enben abbirt. 

ijl (89)1 tooUi tai obere Bexi^zn ^xltf iDenn r gerabe^ unb hai 
itntere/ menn r ungerabeiit, fobrdcft T I~ J ^«n numerU 



i^en Verify »on T^^y'^ <^^i^ ^ieraii^ zt^tUet, ba§ bie Z>ia> 

gottal « (Solumnett bet oSiaett SaJeOe ju/jtei<^ bie »ini>mia^ 
C^oefficienteit fvlr flaiijc neflatbe gjpponenten aitgeben, unb 
itoat f ha^Me ^ia^onai : doiumm , in meld^er bie Soefflcien^r 
ten filr hen Sxporienten -rn (le^eii, mii hem erflen Soefficien* 
ten be^ Srponenten +(n— i) anfan^t* 

gerner ift^ foSafb n eine ^an^i po|ttii)e 3<^1^( ^^n.^etgt: 

(n+r — iN ^ /' n-f-r — i N _ /^n+r— 1\ 
r J V^n+r — i — rj \ n— 'i y 

worau^ man ftel^tf bag auc^ bie 93ertical- So(umnen ber M- 

fien SabeQe bie Soefftcienten ftir ^atue ne^qatioe Sjrponenten 

ent^aCten ; e^ ^e^en ndtmfid^ bie Soefficienten fitr ben Srponen^ 

ten — n in ber jiim 3«ia«t n — i gel^Jrenben 93erticat « So* 

lumne. 

Sa bie Sntwirfefung »on (a-j-x)" , wenrt n eine ganje 

i>orittt)e 3^^( i|l< ^^^ n4- t ©Hebern beflel^t^ fo gxH ni fit 

ben (Sjrponenten +n in HUem h + > Sinomiat : (S^oefficienten* 

Det 3^i8^^bi$ erflen biefer (SoeffUientcn ifl o/ ba^er mdffen 

(i({^ bie 3^id^^ imeier/ t)om erflen unb oom fegten !9(etd(^n)eit ab« 

flel^enber/ f&inomta(«(£oefficienten jum gemeinfd^aftlid^en Sjrpo* 

nenten ergdnien/ fo bag allgemein 

in^ei fotcf^e Soefficientcn oorfteOeri. S^ ift aSer 

balder ftnb jwei vom ^nfange unb oom (Snbe ber S3inemialfor? 
met gleic^mett entfernte Soeffictenten einanber gleid^. 3|t ber 
gan^c pofltive (Sjrponent n gerabe, atfo n + i ungerabe^, fo 
tnti^itt (a+x^'ein mittfere^ (Sfieb/ ein fetched ndmtid^/ 
ioe(d(^em gfeid^ote( ®[ieber vorangel^en unb na^fol^en, 2)er3^i« 

fler be*feI6eri i(l rs !L. 3(1 a6er o unjerabe 9 fo $ibt e* ju^ci 
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unmittetiax aufeinanberfolgenbe 0)(ieber/ berett Hift&nU t^om 
Jfnfange unb vom Snbe be^ TiuihvucieS fix (a-|-x)« einanber 
gici^ (tnb/ ttnb wricliett balder gleid^e Soeftcienten iufomimn. 

p 2 

beutet 



3^te B^td^)^ tDcrben bur^^ bie B^i^^n 



n* 



anijei 



^ierau^ f ol^t / ba§ e^ ^inretd|^t^ ooit feber l^Drijontafen 
Soltimne ber obigen SabeUe nur jene ©Itebet anjugeben/ beren 
@teOenial^(en bie S^&lfU M entfpred^enben ^otenjejrponenten 
ni^t ilberfleigen / n^oburd^ biefe ZaUU^ nad^flel^enbe ©eitalt 



anntmmt: 




' 






• 




&fponcnten. 






SSitt»miaI:eo(ffict«iit«n. 
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1 
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20 




• • 
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21 


35 


•. 
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28 


56 


70 ^ 




9 
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36 


04 


126 




10 


\ « 


lO 


45 


120 


210 252 




• 11 


/I 


11 


55 


i65 


33o 462 




12 




18 


66 


220 


495 792 934. 





Urn bie85inomiat*Soeffidenten fiir Qanie negatit^e dxpo^ 
nenten iu {tnbettf wtrb mart/ ben obigen ?(nbeutungen gema^/ 
anf<SnflU(^ in biaflonalerStid^tung, fo weit e6 midli^ ifl, fort:: 
(je^en, unb bann ber an ba^ Snbe ber erjleren ft^^ anfd^Uepen^ 
ben vertUaten fRi^tunQ folflen* 



to<) 



91. 

©owoj^r filr bic ©umme, aW au$ fflt bie Summe bet 
iQuabrate aOcr, einumganien pofttbenejrponenten fle^Srenben, 
ibinomiarreoefficienten ia^t jicf^ ein einfad^erJfii^brucJ angeben. 

@e|t man ndmlic^ in ber ©letd^ung 

a = I / x= 1 , fo erl^dft man 2 

(i4.i)»= f (?) = ^'^ 

b*l^. l>ie@ u mm eat rerJBinom iar»Soc ffictenf en ftir 
b e n g;r p n e n t e n n i(l= 2« , ein @a|, weld^er jwar fi'ir je-- 
ben 8S8ert(> t)on ngUt, affetn fobarb n feine ganje pofitiwe 3al^r 
i|l/ bie ®ummirung einer unenbfid^en Steil^e barflefft 
6^ i(l ferner nad^ 76 all^emein : 

®e|e man l^ier n= p = k, woburd^ / weif k notl^menr 
big fine ganje po-fifcive Sal^r ijpt, au(ff n eine fold^e wirb, unb 
berijlcEjic^tiget man bie ©leid^ung 

fo gej^t obige ©teidj^ung in @ (")'= (^ ° ) '^^^^^ 

S^ ifln<i[m(icl^ bie@ummeber£luabratea[(er 
etnem ganj^en pofitioen (£)cpomntcn >ntfpre« 
4^enben S3inomia( - Q^oefficien ten bem ^litteU 
g(i>be in ber Steij^e bevSoeff icienten fdr ben bi>p^ 
petten Sxponentengleid^* 

Ueberfegt man bai Seid^en [^j in bie ®r8$e, wefd^e 
e^ vorfledt/ fo erJ^dUman: 

(3n\ ^ gn (an— i)(2w — fl) .♦^.^ (n+0 
^J 1 . 3 ! 3 ••>•• n 




i58 



unmittertar awfeitianberfolgenbe ®Cieber> bereit 2(6(l(tnbc t^om 
3fnfange unb vom gnb« be^ 2Cu^brudEe« ffir (a+x)« einanbcr 
glei^ (thb/ tinb mldfen balder gleid^e Soefficienten tufommfn. 

unb --I-. 

^ 2 

beutet 



S^rc Seiner wcrben burd^ bie 3<^5I^n 



an,9e< 



^ierau^ f olflt / bag e^ ^iitteidS^t, »on ieber l^orijontoren 
Soliimne ber obigen SabeUe nur jene ©Ueber anjwfleben, beren 
©tcaenjal^ten bie ^i'tfte be^ cntfpred^enben ^otcniejrponenteii 
nti|)t ilberfleigen / n^oburd^ blefe ZaUUc nad^jlel^enbe ©eftait 



anmmmt: 






■ 




♦ ' 




(^fp9ncntm. 






!)9inomiat:6»effictent(tt. 




o 










1 




1 














2 




2 






• 




3 


• 


3 






' " k 


•. 


^ 4 




4 


6 








6 




5 


lO 








6 




6 


i5 


20 




• • 

• 


7 




7 


21 


35 






8 




8 


28 


56 


70 . ' 




9 




9 


36 


04 


126 




10 


\ m 


lO 


45 


120 


210 202 




• 11 


/\ 


11 


55 
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33o 463 




12 




18 


66 


220 


495 792 924 • 





Urn bie85inomiar*Socfficienten fflr ganje negatit^e grpo-- 
nenten ju finbettf wirb man, ben obigen ?(nbeutungen gemd'gf 
anf<SnflU(^ in biagonalerStic^tunfl/ fo weit e^ tni&ii(fy ifl, fort^^ 
(je^en, unb bann ber an ba« gnbe ber erjleren [xdf anfc^lie^en:* 
ben verticaten SRi^^tung folflen* 



i6i 

n)eim ttJmlic^ tJdrt ber Dorl^ergel^enben ©umme ba^ crfte, unD 
»Dn ber nacf^forgenben ba5 legte Ofieb abflefonbert wfrb* 

Sei i(l aber: 

ji-o- (.17-10 = ?.(-)- en-) 

— ac-o-fizO' 

1,8 ^ ^ 

bol&et tUgen fid^ bie kiben ^xmmen in ber obiaen ©feid^ung / 
unb eJ bletbt 

gar s = k oerf^wtnbet (^j^^^J.^ ') ; e« i(l bemnadj* 

SiWittetd be^ binemifdS^en 2e^rfa|c^ W|t fici^ eine mettn)iit» 
tifie, t>on ®. ©• gifd^er in ber »S^eorie ber Simenfion^jei* 
*^en ^afle 171)2 « ju«r(l gegebeile SRelation injifdf^^n ben g>©» 
fpnomialrgoefficienten nad^meifen. 

(g^ bejle^C nimii^ (77. 78; fair jebcrt SSB^rtl^ be^ (£iT^<>* 
Ittenten h bie (BUidfuiiQ 






8 
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wobei A, = ® f h/ A"""'' pSwj; (A,, A.^A^.^.A.) 

o 

ijl^ wnb k nie groger werben barf, aW r (71)* 

Z)a k nur eine ganj^ pofttbe 3<^^( f^pn fantt/ fo l^atman 
nad^7o, n^enn man bafelbft A^ = \f%i, unb txxo&Qt, ba^ 

p£m^ (Ao/Aj/Aj/Aj -•.A„) 

fobalb r < k i|l, verfd[^tt)inbet/ wei( bann j'ebe Sompl^xion ba^ 
gfement A© in 'Jfnfprud^ nimmt/ nnb fobafbr =k ober r>k 
ifl, in 

pSwI (A,,A^,A, ... A.) 

dber^gel^t: 

©A, x^H-'* ! = @ pe< (A,,A^^A3...A„)xW4^ 



■ 

2(nbererfeit^ ater ergibt fid^ au^ bem binomifd^en Cel^rfafje 
wegen 

© Ar x'»+'* = ,@ A, x^^^-"^* — AoX** : 



ober tt>eit 

f® Ar X'^^-'^ I *= ® Ar'xO'-Oh+'t ijt, . 

r@ A, X^»+'« j = @ [(—0* G/^o X^^@ A,* x(5^-0h+rfl 



k 



menu man nimiitfy bie Uiben Summenjeid^en ten in 5^ .geflf* 
benen ^orfc^riften (^emd^ vern^ed^felt* 
X>uv(fy ^exQUi^utiQ bciber fur 

i,m J 

gffunbener Jfu^brficfe wtrb exfi(^tU^f bag 

o,k ^ ^ 

i^efe^t n)erben fann. ©ubflttuivt man bicfed Siefultat in bie 
gormel fur A,, fo luirb 

6^ fep k — s = r — w/ fo ftnbetman/ intern man (tatt 
s ben S^iQ^v w eirfii^rt; wobei offenbar w aCfe ganjen pojtt'^ 
i)en SGBert^e oon o anj^efan^t^en bi^ r, unbkivegenk=r — w+s 
nur bie SBert^e \)on r — w bi^ r erl^dlt, 

A, =®rA:-<'-«)X ®(-.)i'-(-w)(S) (k_.r-w))l 

o,r^_ r — w^r » J 

'ilUv ci ijl 
/n\_n(n— .i)...[n — (r — w — i)j fn— (r~w) ].>/n~(k — i)] 
V*/ 1.3 .♦. (}' — w) ^r — w-t-i)... k 

^ / n \ [n~(r— w)l ... [n-(k~-i)] 
\t—wJ * (r— w+i) ... k 

k(k — O... (r— w+i> 



»"» (k-(r-w)) 



1.2 ... [k — (r— w)J ^ 
fololic^ 
/n\/ k ^^f ^ \ [n ~ (r— w)] . . . [n— (k— i ^1 _ 

Vr — w/ V,k — (r—w)/ 

2 2 
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9)?an fe^« ^wv k — (r— w) = w— t unb rebucire ba^ 
(efttere iJifiS^re^at auf Un 3«8cry, fo roirb wefleit 

(— l)-^=(^l)T 

9?adi^ ber gornidl in 98 1)at man 

=i-'y G°,) (»-('-'>-) 

I. = e [(-.)- G^,) (-c-')-)*r<"->r) 

Da l[)ier r — w not^twenbig etne jgattie p^ofitbe 3a^I t(l< 
n aber jeben SBert^ erl^olten barf, fo bnicft bieftf g^ormet bU 
^olpnomial-Soefficicnten fiir beliebige Sjrponenfen burcf> fdf<^ 
4fye ^olpnomtal'iSoefficienteit aui'f bie ftd[^ Mo^ auf ganje poft^ 
tioc £;rponenten U^iefycn, 

2)te SntwidPetun^ ber ^oUnjen nad|) bem binoiHifd^en ^el^r^ 
fa|e fann jur nd^eruiig^tDetfen 93er^4)nuno ber SBurjel eine^ 
Miebigen ®rabed filr eine Qt^cbene B^^i biencrt/ it^enn biefeBa^I 
iut^or auf bie ^oxm timi S3inom^vge6rac^t mirb» 
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• 4 

T>a ietoi) bte 93tnomia(forme(/ wenn fie Ue liume^unq 
einer S&uqel au^bvMt, obcr wad baefelbe i|l/ mnn fte ftc^auf 
einen .gebroc^enen (S;rponenten bejte^t/ |tetd eine umtitlx^e 
Sdeil^e barbietet^ fo moUen wit ^uerfl errad'^en / in tt)ie fern 
eine unenblict^e 9tei^e nid^tati^ Mepe^lj^S^^ftend einer analptifc^en 
iBebeutung fd^ige, ^raneforniation ober Sntn^icfelung einer 
®r6j5e erfc^eint/ fonbern iur wirflid^en fBere(^nun.<j biefer 
®r5pe braudf^bar ijt. ^ 

96. 

@on eine unenb(t4)e Steil^e ben aritl^i]2etir4)^n SOSertl^irgenb 
finer ©rS^e angeben/ fo mu^ bie Summe ilS)rer2(nfangdglieber 
fid[> gebac^ter ®r6§e urn fo me^r ni^tn, je mel^r biefer ©lieber 
in 21nfpru4) genommen luerben/ b« ^. ber Unterfdf^ieb .^Difdi^en 
ber etl£)aUenen (Summe ber 2infangdg(ieber ber ^eil^e unb jener 
©ro^e mii@ buxcfy flieted ^ortfd^reiten in ber ?(btitton biefer 
©tieber fo flein gentad^t tt)erben fSnnen , aU man nur immer 
n)iU/ ober mit anbern SEBorten: {(einer gemac^t n^erben Hn^ 
iten/ a(d iebe gegebene nod[^ fo {feine ®ro^e« Sflcin pflegt in 
biefem SaQe bte dlei(^e eine cont^ergirenbe; unb im ent^i^m' 
gefe|ten gaUe eine bioergirenbe ^u nennen. Z)a bem mati^e' 
inatifc()en ®prad[^debraud|e gemd^ eine ®r6^e/ ber ftd^ eine 
anbere\?erdnber(idj)efo ^u nd^ernvermag/ bagberUnterfd[)iebbet' 
ber ol^neSnbe fort abnimmt/ bie ©renje biefer anbern l^ei^t^ 
fo fann man fi^tuv^ fo au5brikfen: eine contjcrgirenbe JSeil^e 
at iene, fi3r beren ©umme ed eine bejlimmte ©renje gibt; eine 
bi^ergtrenbe aber j'ene/ bei weldj^er bad ©e^ent^eil ©tatt finbet. 

07- 
©amit eine unenbfidj^e JHciJe convergirf/ i(l erforberlid^, 

^a§ biefelbe in eine fatfenbe Stei^e au^Qe^c, ndmlidf^iba^ 

i^re ©lieber \jon einer fiewiffen ©telle angefan^en wnunterbro^ 

c|^en fort abnel^men ; aber nid;t jebe fallenbe Stei^e ift fiJr eine 

convergirenbe ju l^alten* 



tuie man ftej^t, cine faUenbe; aCTetn man li&er^eugt fi^ (eid^t 
oon i^rer SDioerjenj. 

Sl^eUt man nd'mnd^ btefe 9teil^e nad[^ 2lbfonberun^ il^re^ 
erften ©fiebe^ in ^artl^ien^ fo ba^ bic 2Cnjia^( ber ©lieber, 
n)e(^e in ben aufeinanber folgenben ^artl^ien enti^aften ftnb/ 
in ber geometrifdS^en ^rogreffion 1 , :2/ 4, 8, i6, . • 2' . . . 
fortf^reitet/ fo ift bie all()emetne §orm einer biefer ^att^ien^ 
wnb jroar jener/ weld^e a' ©fieber umfa^t 

' ■ *T~ I ~T~ ■ '■ ■ ■■ ■ "T" • « • ~T~ . I M 

2)a nun in biefer ^artl^ie icU$ ©lieb ^r6§er ifl^ al^ ba^ 
legte — i— / fo i(l bie ©umme ber l^ier vorpnbigcn ©lieber 
gr8per/ aH ta^ ^robuct biefe^ Ie|ten ®liebe^ mit ber 5(njal^r 
ber ©lieber/ b. ]^. grSger al^ — i- . s'^ ober i •; 

2'4-» 2 

S^iftalfo (3 — fi^^Sger, al^ — nod^ fo oft genommen, fofij* 

, r • 2 • • ' 

lid^ flroger, <xU j'ebe gegebene nodj^ fo groge B^^U roorau^ bie 
^ioergenj ber SReibe 

— erbeOct. 

1)8. 

SJetrad^ten wir nun eineauf^ n ©Uebern teflel^enbe geome* 
trifc^e q>ro9reffion, beren etM ©Heb = a, unb beren Quotient 

= x ijl, n(Jmtici^\a + ax-j-ax«+ax«+ +ax"— », wef* 

^^v, unferer SBeiet^nung Qema^f ba6 0pmbo(' 

XT V 

0ax» =a X' entfprid^t/ 
fo ifl/ wie in ben ?el^rbi'ld^ern ber 2fritl^metif bemiefen wirbi. 
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e a x» s:a( ^ -) ^ a ( -^) 



' t)er erd? biefer bnUn llu^ttMe bejiel^t fid^ auf ben gaUf 
we.nn x < 1 , unb ber anbere auf ben gad , wenn x > 1 ift. 

giJr x=ii gel^en biefe au^brude in — 2&er, bann aUv oer* 

o 

wanbelt fic^ jebe^ ©fieb bet 9>ti>greffion in a, unb bie ©umme 
aUer @(ieber D^irb = n a. 

3Kan benfe jtd^ nun bie Tfnjal^t n ber ©Iteber ber ^t^ogref* 
jton o^ne Snbe fort tjerjgrftgert, fo ndl^ert ftd^ bie 9>ro8ref» 
|ipn felbfl o^ne ^nbe bem 3uftanb^ b^r unenb(ic|)en SReij^e 

r 

a+ax-4- ax* + ax^-f- ^^* = '^^^'^ J 

o 

anbererfett^ aUt mirb/ m^nn x<i ift, x"" , balder aud^ 

a X" 

• i~-x 

6eim fteten SBad^fen t>on.n^ {(einer^ ol^ jebe g^^ei^ene noc^ fo 

fliim ®r$^e; fotdlid^ nd'^ert ftd^ bie ©utntne ber ^rogreffion^ 

n&mlidf 

(1 — x^ N a a x** 
* J . = * ■"■ ■ 

I X • 1— X 1 X 



a 



a 



c^ne Snbe b«r ®r6ge — -/ b* 1^. eine fatlenbe unenb^ 

1— X 

li^e geometrif^^ ^rogreffionifl eine con© erg ir 
r^nbeStei^^, unb ber ©reniwertl^ i|^rer@umme 
n)irb ^x^altetif iDenn man ba^ erfle ©(ieb ber« 
felben burd^ b«n Unterfd[^ieb in)ifd^en ber @in< 
l^eit unb ii^rem Cluoti^nten tl^ei(t, 

'2(nber^ ver^d'ft fid^ aber bie @ad^e/ tDenn x > i/ cber 



ax 



x= 1 i(l/ wci( in jenem gaCe - / unb in biefem na mit'n 

iUdUx^ unenblid^ xod^ftf affo bi^ ®umme ber ^rogreffion 
feine ©renje iuld'^fc. 



1 68 



**«\i- 



99. 

Sine Steil^e/ bextn I'ebe^ ®(teb ffetner ift/ aU iai in einer 
cenver^irenben 9tei^e an berfetbeii ^teQe beftnbKtf^t/ mu^ offen* 
bar ^benfaCT^ eine con^^er^trenbe Stei^e fepn ; benn penna^ bie 
@umme ber erfleren / wie viele t^rer (Sfteber auc^ iufanimen« 
abbtrt n^erben/ nidj^t/ eine fefigefe^te ©renje ju tlberfteigen/ 
fo gilt bie^ urn fo mcl^r i^on ber lectern 9let|^e« 

Huf btefe Sem^rfung deftii^t/ n)irb man in oiefen ^dOen 
Aber bie Sonoergen} einer 9teil^e entfc^etben {onnen/.menn mati 
biefe(be mit etner gepmetrifd[ien ^vogrelftpn ^it^Uiii)U SSir 
woQen l^ieopn fogleid^ bei ber ^etracf^tung einer au5 bem bino* 
mif^en Sel^rfage abjuteitenben Steil^e ©ebraucf^ madden ^ wtl^t 
bie SBurjel etne^ gegebenen ®rabe$ aui irgenb einer Bc^^l tti^ 
l^erung^ioetfe barfieat* 

ioo« 

S^ fep bie nte S8urje( au^ ber B^¥ ^ auifjujie^en, 

SRan tbd^Ie eine 3^^! ^ t^'on fo(d[^er 93ef(l^affen^ett ^ ba§ 
fid^ ba^ ^robuct Nk« auf bie gorm a" — x bringen li'^t/ n)P» 
bei X in Kejug auf a*" fej^r flein ifl/ fo l^at man: 

fo(gIi(|^/ t^enn man 

na4^ bem binomifd^en Se^rfage in eine 9teil^e umfe^t: 

ifl filr r = 6, Q^j = 1, iinb fflr r>o ivie in 89 fle» 



?lim 



jeiflt wurbe: 
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^Jj\ _ (— 1)«^' . t ^(^--i) (an— !).>..> [(r—Qn— 1 j 
V J / "^ "j^ I. a • 3 r 

^kt*"^? ^^ 1 . a . 3 . . . r \a«/ J 

unb weir 2 r — 1 ftcW ungerabe ijl : 

i>N = ^f i-@ >>(n--0(2n^»>..[(r-i)n^>] /^j^VI 
^ ii[ 7 1 . 2 . 3 r Vna^-/ J 

£)atf t)on ber (Sin^eit abjujte^enbe comb(natprtf4)e }%re? 
gat fieat ^iex eine cont)ersirenbe unenbUd^e 9tei^e bar* (i$ enU 
ftef^t ndmltc^ ba^ bem 3^id^^ >*+> iu^e^ivenhc ®lieb btefc^2(^' 
^regate^aue^bemnd'c^lloorl^erge^enbenOlUbe/ wenn baffelbe mit 

rn — 1 X 

tnultipnctrt wirb. tUt offenrbar ifl 

rn— 1 'S^rn-^n 

^f r n — 1 ^ 

a(fo y ,. ■.,- < I 

(r+i)n 

fternet i(l ber ?Inna]^me Qcmi^ 

x<a" arfo — < 1 



a 



fofgltc^ ,. ■ ^ M • — • ein ec^ter ^vud^; e6 bitbeit balder 
(r+i)n a«» 

bte ©Ueber be^ exxvif^nten 2(u^bru(fe^ eine abne^menbe 9^ei^e. 
2)er gactor '^^ ' nimmt ju/ wenn r wddf^flj benn 

b^r Unterf(|^ieb jwifd^en biefem 35rudf)e unb jenem/ tt)e(d[)er enU 
fte^t, iDenn r urn ^.t^ergrogert wirb/ ndmttd^ 

rn— I rr + *)n — 1 _ — 3rii+ Q 

r+i r+d'-f-i "^ (r+i>(r+a+i) 

ifl n«gati9 / ba^er 



(r4"<f)n — » K. rn~i 
r + ^+i "^ r+i 

S3etra(^tet man nun tie ©tieber^ weld^e in obtger ®umme 
auf ba^ bem 3^i4«>^ r cntfprecj^cnbe ®(ieb/ befjen numerifcj^er 
fSertJ) bur({^ P, torgejlefit n)erbe, folgen, fo ijl ba^ erfle 
berfelben 

rn— T X ^ • 



Pr-f I = Pi 



unb bie fi6rigen ftnb nad^ ber Stetl^e ffeiner al^ bie ^robucte^ 
n)e(d[)e maner^att^ tnbem man biefe^ erftere fortwd^^renb mtt 

— muftipricirt, aUv grSper al^ bie g>robucte, roeld^e fi4> 
a** 

burdb bieaWuttipIication mit . — eraeten. 

(r + i)n a-* 

JjierauiJ er^eUet, bag bie ®umme aUer auf Pr fotgenben: 

©(ieber be^ obigen 2(u^brucEe^ jwifd^en ben unenblid^en gcome* 
txi\(fycn ^rogrelTionen . 

'■*■ ( ■ + i^ + &)■+ (^)'+ "■] 

unb 

T> f a rn — 1 X , /■ r n — i x\*, 1 

(^ (r+i)n a** N^(r+ i)n a"/ J 

beren ©Iteber ftet^ abnel^men/ lieqt, b. 1^. nad^ 97 > }n)if4!en 
ben ©renjen 

Pr+i . 



' X 

1 



unb 



rn* 



(r + i)n a** 

^^ievburd^ mirb man in ben @tanb gefe|t/ ben ^t^Ux ju 
Beurtl^eiren/ wetcj^en man begej^t/ n^enn man in 



»7^ 



^ (n— 0(2n— i) .... [(r— i)n— i] ^ x y 

I 2.3 • • ♦ • r (na*» J 

affe auf ba^ einem bejlimmten Seiger r juge^Srifle ©lieb P, fof* 
•flenb^n ®(ieber \>exnad)l&^xit. 



Wnb > Pr+i « 



rn — 1 X 



a^ ifl l^inreid^enb / bie ©r^nje ju hnntn, mefd^^e bet S^^« 
ler nid^t uberfletgt. !)i)?an erfd^rt l^ieburd^ auf bte toim^lu 
S)ectmar|lene bei3 SKefuttate^ man ftc|^ noci[) \)erta(fen barf. 

2)er ge^Ier nimmt ab, iwenn r grft^er wirb, weit Pr+i 
in biefer 93ejiel^ung abnimmt/ n^oburd^ bte %e(^auptunj3 / ba^ 



n 



bie oBcn angeqebenc 9?ei|^e ftlr p^N con\>ergivt/ geredj^tfev^ 
t'lgt erf4>eint 

2(uc^ fie^t man/baf bie Sonuer/jenj biefer Sleil^e^um fo 
betrddj^tlid^ev i(l/ je Heiner x gegen a"^. au^fdttt. 

b.) X>ii)tfion ber $o(i)nome« 

X)er Cluottent iweiet ^ofpnome Eann all ba$ ^robuct 
be^ S)i\>ibenb^ in bie nrit bem Sjrponenten — i \)erfel^ene ^o* 
ten J be^ 2)i\)ifor^ betrad^tet wevben; e^ ffnbet alfo ber polpno* 
mifd^e Se|^rfa| au^ bei ber 2)i\?ifton ber ^olpnome 2lnn>en» 
bung. 

SBir tt)oIlen juerft ben Cuotienten 

-^ 1 = r® Ar X^+ « 1 

entwicFeln. 



•,m 






i7a 



®e|t man in ber aH^emeinen ^o(9nomta(forme( : 






n = — 1 / f jinrb 

= ©Jx-M^rteC-'^Ar-^ pemUA„A„A....A„)l 



9?un 



'<* (l') = (-0^ (^9) 



A7'"' = A7« . A^'^ 



lp,m 



unb ber gactor (—i)^ A^'' wirb auf pStt);; (A,^ A. ... A.) 
ilbertragen, wenn man jebe^ ber k glemente in ben einjelnen 
gomprejrionen burd^ A^ bi\>ibirt, unb ha^ Seid^en bed Cluo* 
tienten dnbertj balder ^at man: 

A, x^+rt I * = 

r|-x-h4rt / A, A. A„\1 

wenn man ndmrid^ ben SnSe^riff affer SomSinationdHafTen ber 
in 5i anflenommenen a3ejei<|^nun3 ^emig, burdf) bad gombi^ 
naticndieicl^en , o^ne Keifiiaung eined firaffen jeigerd , x>ox\teUU 

«e if pier. €d fep bad fun f te ®rieb bed ^uotienten 
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(I — 2x)(i+5x)(i — Ox; i-^3x — 2«x*+()oi» 

ju beredj^nen. ^ier i(l h = o / t = i , balder ^niJfilt bUfc^ 
®(ieb/ beffeit Seifler 4 i(l, x^ aH gactor. 
gerner i(l ^ier ^ 

Ao = 1/ affo 

a-. Ai= 3, — ^^ = 28/ — ^3 = — 60. 

£)te Sombtnacionen ber mtt ben B^id^^tt 

teffel^enen 2femente ' 

3^ 28^ — 60 

jur ®umme 4/ iilit bett iugc^Sriden ^tx\t%und^a^Un muUU 

3* =x 81 

3«. 26 ♦ 3 = ^5b 

— 3 . 60 • 2 = .^ 36o 

28 • == 784 

fbetd^e iufamm^rtabbtrt 1261 aU Soefficieitten M ^u Utei^netii 
ben ©Clebe^ ^6en. S^ ifl a(fo bad fiinfte ®(teb bed Dorgelegteri 
iCluotientert = 1261 x-* wie in 67. 

102« 

tfiun Unn ber jQuotierit jweier ^ofpnome mit einertei 
«^auptdrSf3e anb einertei S^tffevenj i^rer Sjrponeivten Iftc^t ge* 
funben n^erben. 
' gd t(l 



&Ar Xl-M 



O/Ov O 



o<m 



Hfobei bad (Eombinationdjet(^en {tci[) auf bte Stenient^ 



A 9 A^ As Aq 
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Uiie^t 3limmt man bie 1l!)?ttUip(icationtff0rme( in 64 ^u ^ih 
fe/ fo ergibt fic^ 



B, x^+rt 



o.n 



® Ap x^^+rt 



o.in 



o I -^0 .o,r J 



wobur4) man in ben @tanb dtU%t ift/ jebed ®(ieb he$ duo* 
tienten au^er berOrbnung ju ftnben/ oi^ne ber i(^m voran^e' 
l^enben ®(ieber ju bebiirfen. ^ 

io3. 
S)et fo e(en er^altene Ouotienf ber ^olpnome 

r r 

@ Be xH « unb @ Ar x>»+'* 

ifl einerfernernSKebuctionfa^iq, fobalb B, bie gorm (?^+r/^)A, 
^at/ n)obei X unb /a beliebi^e \>ou r unabl^dngige B^W^i (^n* 
jeiflen* 

fSStebie in 101 gefu^rte SKe^^nuni) jeigt/ ifl 

Ao V Ao A„ Ao Ao/ 

«in Eoefficient/ weld^eiv ber in 77 anflenommenen SBejeic^nung 

gemcg/ burdf) Ar torgefleHtwerben fann, 
g^ i(l arfo/ mit JRMrt4)t auf 82 

@ Bw —^ =.;© (X + W/Lt) Aw Ar-w 

= @ (X+W/Lt) Aw Ap— w 



o-r 



weld^er 2(u^brudE fiir r = o, ben SGBertl^ X, unb wehn r>o i|i 



^ 1 



ben SSBertj^ — ^l^^r* pSwJ^ er^i'It/ 
fo(gUd; l^at man : 



1 



17 J 
e (X+r/«),A, xH** 



e.m 



= Xxi-^ 



® Ar X^+^ 



— /* ©Irxi— M-'»@ r^p£»^lj 



p^m 



tt?o6ei ba$ Sombinationdieid^en fid^ auf bie Sfemente 

Aq A^j Aq a^ 



1 ^ 
@e|t man — ®Bw |)ffw'^-'^ = Kr 



o.» 



fotjl 





r 
Br Xl+rt 




**'" — (^ K T^— '•+t 


' 




• 


V/*MA 


@B, 


» r 

Xl+rt = @ Ar x'»+'« • @ Kr xl~»»-frt 



o«D o.m 



r=0 (xi+^SA^K^wl 

%eibe 2(u^brt!tcfe ftnb ibeittifd^/ bal^ev Ibeflel^t bie ®fdd^un.9 





w 


® Aw K,^w = 


B. 








ober 


A. Kr + ® Aw 


Kr— w 


= 


B, 


au6 


K, = 


B, — ® Aw K_ 


w 








A. 







flefunben witb, eine gormef/ welt^e jur recurrirenben 85erecl^j 
nung tcr ©(ieber be^ Cluotienteu obi^geV ^^olpnome bient 



[jU 



gilrr=±oiflK, =5^ 

Ao 

B, — A, K,— A, K, 

• > ' . 



K _ B,>-A,K.~A,K,-A, K^ 

A. 

u. f. Hi. 

IDie 9!}?uUip(tcatorett 

A J A^ A^ . Am 

Aq A^ Aq -A-o 

ber t^otran^el^enben Soefficienten eine^^luottenten jtveier ^DttK 
nome in ben Sormein / n)e(c(^e ^ur $&e|limmung bn* fol^enberi 
(Eoefficienten bieneii/ itnb n?elc^e / fobalb bie SoefFictenten be4 
2)ioibenb5 B , B^, Bj*, . . erf4)6pft jinb, j^ieju aflein ^inrew 
^en, l^eigen jufammeni^enommen bieStecutfion^- @ca(e 
be^ Cluotienten. £)er Quotient fe(b(l aUv roirb eine vecui:« 
trttrenbe Sfieifye genannt* 

Cbige gotmeln ent^atten folgenbe 93orfd[>rift jur fBilbuufl 
be5 O.uotienten jweier nad[> einerlei JpauptflvSfje geovbneter 
g>o(pnome. 

9Ran untcrfucf)e' oS biegjrponcn^enber^auptgrSge/fowel^l 
im2)it)ibenb a[6 au^im 2)bifor/ eine oritbmetifd[>e ^rogrefTion 
barjleUen/ iinb ob bie Siflrerenj beibeif ^rogrefTionen biefelbe 
i(l/ benn nur fiir biefen ^U Hnnen bie gormein gebraut^^t tcerben. 

gWan oifbne Un Simbenb unb ben t>ioifor biefen g^rogref^ 
ftonen gemtf^/ nnb gebe ben Soefficienten ber ^auptgrSfie bi^ 
Scbten ju S^i.^^^rn/ mcfc^e bie ^(n^a^l ber vorange^enben ®Cie- 
ber in ber ^roareflfion ber Sjrportenten dudbriirfen/ ndmtic^ 

0/ 1/ 2/ 3 K. 

3n beiben ^rogreffionen bilrfen Sucfen t^or^anben fepn^ 
n)ei( man biefelben au^fHUtf wenn UKin ben Soefficienten ber 
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fel^Ienben g>otenien ben SBert^ 3iua beilegt 2)ie ^^rogreffien 
ber Sjcponenten ber ^auptgroiie tm Ouotienteit beginnt mic 
bem Unterfc^iebc jwifdj^en bem erjlen gpponenten be;5 Sicibenbd 
ilnb jenem be^ 2lit)ifor^, imb er^dtt biefelbe X>iffeveniif luelcfie 
im Sioibenb unb Sivifor ^errfci(>t 2)ie ©Iteber be^ O.uotienten 
cr^alten nacf) ber iKci^c bic 32i.9^f o, i/ 2, 3 • * • 2)er Soeffi* 
cient be^ «r(len ©liebeel iff ber Quotient/ wcid^ex cntfte^t, 
wenn man ben Soefficienten be^ erflen @(iebe^ iin Siou 
benb bui*dj> Un Goefficienten be^ erflen (Sliebe^ im Sbifor 
t^eUt. Sie 9tecur|1on^«®cafe jur a3Ubunfl ber librigen SqeffU 
cienten befte^t au^ ben mit entgegen^efeSten Setd^en genomme- 
nen Soefficienten U6 Sbifor^, »om jmeiten ©Hebe angefan^ 
gen/ fammttid^ burd^ ben Soefficienten be^ erjlen ©Hebe^ bioi* 
tirt. Um einen (Soeffictencen be^ O.uotienten iuerjeu^en/ mut^ 
tipltcirt man bie \>or^erge^enben £oeffic!enten ber SRei^e nad^ 
mit ben ©Hebern ber StecurjioniJ-Scate, unb fe|t ju ber @um» 

.'?( ine ber ^robucte, wenn im I)it)ibenb ein ©lie^ oorl^anben ifl/ 

r^»' beffen 3«^«f i^nem be^ j^u bcrec()nenben ©liebe^ 5feid[)fommt/ 

ten Soefficienteh biefe^ ©(iebe^z biirdj) ben erflen Soeficienten 

a?' be^SiDifor^ get^eilt/ ^inju. 

ert'E> 83 e i f p i e t e. 



.;« ( 



(1— 2x)(i+5x)(i— ()x) 1— 3x— 20x«+box* 
ju entwicEeCn. 

2)ie SReration^-®care M Cluotienten i(l+3/-f-28^-— 6<»; 
bti^ erfle ®iieb bed O.uotienten er^d'U bie ©in^eit jum Soeffi* 
ctenten, ba^er i(l ber Soefficient 
bed jweiten ©(iebed = 3 . i = 3 Jh^. 

bed britten » » = 3 . 3 + 28 . i =i= 3-^ 
bed T)ierten » » =:i 3 . 37 + 28 . 3 — 60 . i = i35 ' 
bedfunften » » s=i 3^i35+-28.37 — 6o.3 = 1261 

U. f. TO. 

©it golge ber Sjrponenten von x im jQuotienten i(l 
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O; 1/ s, 3, 4 

alfo ' _- = i+3x+37x» + i85x» 

(1— ax)(i+5x)(i-6x) -i- T^ / T u 

4- i2bix^+ic*{^etQU 67 unb 102.) 

2-l-5x' 

2) g^ fep -H in eine Steii^e ju vertDanbefiu 

x» — 3x* — ^4x5 

X>ie 9?efation6 = @ca(e be^ Cluottenten ift o, 3/4> bar 
CoefftcUnt be^ UnfanQ^^luUi i(l 2, balder t(t ber SoeffUient 
be^ {toeiten @Hebe^ = 0.2^0 
bed brttten, » v = o.o+3.2=6 
bed Dterten » » = o.6-|-3.o+4.a4-5= i3 
bed ffinften ?> » ^= o.i3+3. 6-|«4.o = a8 
btd fec^dten » » = 0.18 + 3* i3+4.6 =63 

Z)ie Sjr))cnentenfi>(ge itir£luotienten t|t 

— 2, — 1/ 0/ -f- >/ 2/ 3/ 4 

Semnad[^ l[^at man 

^+^^\ — 2x-« +6 + i3x+i0x«+63x«+K- 
x« — Sx* — 4x5 

@tnb bie 2(nfangdglteber eined ^olpnomd/ in welc^^em bte 
(Srponenten ber S^cxtpt^xi^^ in ant^metifd^er ^rogreffton fte* 
l^en/ fammt ber fKecurfiond>®caIe/ mittelft n^eldf^er bad ^0(99 
nom in tai Unbeflimmte fortgefe^t merben. fann / Qt^tUiXf fo 
lafTen ftd^ immer jin)ei ^olpnome ftnben/ burc^beren S)i))ifion 
bad erflere erjeugt n>trb. 9)?an Bringe alle ®(teber ber 9tecur> 
(t«iid-@ca(e iiJif ein^rlei Slennetf n^eld^en man, xoenn man Qe* 
brod^ene B&^iev gelten U^t, beliebtg w&'fyUn barf/ fo (at man 
bie Q^oefficienten bed^ S)totford ; ber g?enner ifl ber erfle / unb' 
bie mit ent^egen^efe^ten B^i^^n genommenen 3<Si()I^P'fin^ biefol^ 
genben SoefFtcientem 2)er^auptdro§e gebe man imevften ©Hebe 
bed £)iviford einen beliebigen @;ponenten f unb (affe bie Sirpo- 
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nenten berfet^en in ben ilhigen (Sliebern in aritl^metifd^er ^ro- 
flreffipn mit ber im iiuotienten ©tott finbenbenSiffereni fort- 
f(fireitem £)af^ ^ter ber Coefficient unb (grponent be^ erfteii 
@(iebe^ im 2)it)ifor mUti^vii^ x\l, folgt barau^/ ba^ ein £luo^ 
tient unoerdnbert Meitt, wenn man ben ;Di))ibenb unb bm 
X>m\ov mit einertei @rS^e muttipticirt/ tooburdf^ man im ®tan« 
be ifi/ bem erflen ®(iebe be^ :Dii)ifor^ jeben (e(ig(t^en SBertl^ 
iu ert^ei(en« 

liu^ bem ©ivifor wirb ber Sioibenb auf fofgenbe 2(rt er^^ 
jeu^t^ X>U .^auptgri^e be^felben erJ^d'It im erflen ©liebe bie 
©umme ber (Sxpo^nenten bef gtetc^namigen ©(ieber be^ Xim^ 
for^ unb Cluotienten jum Sxponenten; bie C^jiponenten in ben 
ubri()en ©(iebern bi(ben eine arit^metifc^e $ro^()re|fion mit ber 
Sifferenj ber gjrponenten U6 ^uotienten. Die Soefficienten 
be^ S)iDibenbd mert^n burd^ bi^ Si>^)ne( 

w 
Br = @ Aw Kiu_w 

beflimmt/ wcxin B, / A^/ H,v-w bie in 104 ^ebraud^te $8e« 
beutung ^aUn. 

SeifpieL di fep . 

33 

bie ffttUtiotti ' ^caU bed gegeienen jQuotienten ^ fernee fepen 

e - 5 X + £? X' 

39 27 • 

fetne ^Infati^dgneber/ fo mivb ber S^toifor/ wenn man 3 f^r 
bad erjle (9(ieb bedfetben annimmt/ 

= 3 + 7» + 8x% 

unb bad erfte ®(teb bed S>tt)ibenbd = a, 

S)er obi^en gormet iufolge ergibt ftcf) nun batf siv^ite ©lieb 
be^ S)it>ibenb^ 

50? 2 



i8o 



3.5 I ^- ^ .^ 9 

9 3 

\ai britte = — J. — -|- — = 5 

27 9 3 

baj^cr entfie^t ber Quotient / beffett 97efatien^'Scafe 

— 7 _ 8 iff 

3 3 

unb beffen 2(nfan.gdg{ieber 

J 9 a? 

burd^ bie Sntmicfe(un.9 be^ f6ru(^e$ 

a + 3 X + 5 x« 
'3~+ 7 X + 8 x«* 



lOi 



55 i c r t e 6 ^ a p i t c L 

@ntn>i(f.e(un3 Itt (Sirponenttalgrof ert. 



1 of». 

^n bem Doitgen ^apiut i|l fiejeigt Ytorbrn, »)te ^oten' 
ifn, beren SBur^cIn Aufdinmen^cfe^te f nac^ einer ^auptgrSf,e 
^eorbnetev ^(usbrude ftnb/ unb beren Sj:ponenten eioe monO' 
ntifd^e ^orm ^abeti/ tiacfi ben ^otetijen biefer ^auptgrSge 
entmiifett merben Unncn. 3n bem ()e()en)vavtigen ^apit^l woU 
Un wiv bie 2luf()abe in entcte^cn^efe^ter S3cjie^ung vorne^^men^ 
n Jmltc^ bie ^ur,^eln ber ju entiDicfelnben ^otenjen eitiQUcbxiQ, 
fingeaen i^re gjrponenten nodj) irgenb einer jpouptgrSl^e georb- 
net fepn (offen. 9!)?an pfle^t fctd^e ^oten^en, bei weld^cn bie 
^auptgvoge im Spponenten evfc^etnt/ SpponentiafgrSf^en 
{u nennen. 

Sie (JjrponentiatgrSge B* , ibofrei t ein ^olpnoni ©on 
ber ©qiaU 

r 



0,m 



awiiCifitf wivb /o^m ^d)miiv\Qfeit tnt6) einen r\a^ ^Dten;^eii 
9on X fortfc^reitenben 2iu5bcu(£ bar^eftellt n^erben Bnnen, 
fobafb e£( getin^jt/ B' nac^ ^ocen^en ^on z ^u entn^icFefn » 
benn biefe lectern ^otenjen tajfen \\i) (leU mitS^iUfetei po(i>< 
iwmifct^en 2eH 1^^ in ^lu^bn'icfe, n^efcf^e naci[^ ^]fotfnjen pen* 
xgeorbnet (irtb, »:manbeln» 
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SBir tooifm ba^ev ^uerfl fiir-B* men tiad^ ^otenjen v^n 
z georbneten ?(u^brucE auffud^en. 

107* 

'S)a B« , foSalb B= i i(l, filr j'eben SGBert^ ton z In tie 
Sin]^eit flbergel^t/ fo fann \)on einer Snttutcferung bev ©rifje 
B« nad^ ^ctenjen \)on z nux baitn bie Slebe fepri/ wenn man 
B Don 1 tecfd^tt^ben annimmt. 

6^ fep balder B = 1 -{- 13/ wobei |3 ieben ifo^itmn ober 
ttegatioen von ?fluU oerfd^iebenen Sert(^ erJ^aften barf/ fo t(l 
bem (inomifdl^en S^l^rfa|e gemd^ : 

9Jun i|t : 
/^zN ^ zCz— i)(z — i>0(z — 3)\..Cz — (r^i)] 

^^y 1 « 2 « 3 « 4 ♦ • • r 

unb tjermige 65 

z(z_,)(z^2)(z — 3).,.[z— (r--i)] = 

T 

= Z@ Sr— I— V [ — 1/— 2/ — 3..^ — (r — i)]z^ 



o,r — 1 

V 



= S Sr-y [ 1/ - 2/— ^3.,« (r— |)]Z'^ 



V 



f Dl9li(^ f ^^ -= -^ e_y [_ , , _2, _3 (r— I)] z» 

B« =.i + @ r-1 0er-y[— 1,— 2,— 3, (r— i)]zM 

1 t^* »/r J 



ober 



B» =i + @ j z- ©^ e,_^{_,,_2,-.3**— (r— 1)] I 

wenn man n&tnlii^, ben tm jtt)ettenSapiteIgei3eBencn53orf<|^rif« 
ten i^ufolge/ bie fid^. auf bie S^ifl^tr r nnb v bejiej^enben &umt 
tiieniei^en t^erwed^fett / unb ermi'^t/ ba$ t ben i^m ^uije^jf^ 
rigen SBertl^ x>on r nid[><: ii6erfd[)reiten barf/ folgtid^ atid^ r 
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tiid^t Reiner angenommeft tuerben tanuf M bad tl^m ent^ 
f^re^enbe y, 

• X>ie fo ebett gefunbene ©(eid^ung gibt B" in einev nad^ 
^Dten^n oen z fortfd^reitenben ^otnii tt)ie oerfan^t worben ift* 

108. 

® §1 e^, [-«/ — 3, -3 ... — (r-i)] 

lift no4 <tnev anbern merfmitrbigen @e|ta(t fd^ig , n)e(d^e ftd^^ 
mtt ^aifebed 2(udbruc!eg filr B* barfleUen la'^t* 

@e|t man nd'mlic^ biefed combinatorifci^e Jlggregat ber 
jRitie tveflen = Ky , fo l^at man , 

B» = 1 + Kv z^ 

tUVf wenn man K^ = 1 ^elten li^t, 

▼ 

B« = Ky z^ 

i^ieraud ergibt ftc^/ menn man 2z (latt z fc^reibt/ 

▼ 

B" =s Ky 4i^ Z^ 

o 

TiUv ed ifl 

B" = B« . B« = Ky z^ . Kv z^ 

IV 

o o 

weld^e ®UiifVinSf mit $u(fe ber aUgemeinen 2)?u(tiptication4^. 
forme! 64 in 

B^- = 0[zv 0Kw Ky-w1 

iiber()el^t f balder l^at man 

I z/ . 2^ Ky I == jz^ Kw Kr-w I 

Siefe ®Ui^unQ ift offenbar eine ibentifd^e/ mei( beibe 
t^tiU berfetben nadl^ einerUi ^^otenjen 9on z f ortfd^reiten ^ > 
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unb z t>6Uij unbeflimmt ift/ ba^er ftnb auc^ bie Soefftcienteti 
ber gteidS^namtgett ^otertiert oon z in 6eiben S^^etten einanber 
SUi^f b« 1^. e^ ifl 

fl'^ K, = ® Kw Kt_ 



o,» 



«= 2 H, + @ Kw Kt_w _ 

o(fo 

a(2'— — i)Kt= @ KwKy_w 

1,V— 1 

€^ fep nun t nad^ unb na^ =: S/ 3^ 4/ ^u. f. vt.f f» 
ffnbet man / wenn man iug(ei4) bad ^ummenjeid^en iveg(i!0t : 
2K,=K,.K, 

2 

3.3K,=K.K,+K.K. suK^/'i + i ) = K» 
K, = il^ 

^ 2.3 

2.7K, = K,K3+K,K.+K,K,=K4('* ^.jL+i) 

\a.3 2.3 ' 2.3/ 

=:Kf._ll 

a.3.4 

K = «' 

2.3.4 • 

i(l ndimnciS) : 

2! 3! 4! 

SRel^men n)ir nun an , e6 fet) filtr atle inner^atb ben ©rcnjen i 
unb V — 1 Ijegenben SBertl^e uon w 



fo n)ivb 



Kw = ^ a(fo audS> K^-w -. K 



^ V 
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a (2— >--.l) K^ =: @ -4 . — i = K; 

,,^-,w! (7— w)! .,v— iW.nv— w>! 

aUein e^ t|t 

—l! = C^i 

w! (T— w) ! vwy 

foTflU(i> 

_j L. r'^') 

w! (V— w; ! y I v^y 
balder ev^Sit man bur(|^ ®u6(lttution biefe^ Zuihxude^ in U^n 
tere (BUidfung 

a(a^ OK, =^® (;) 

Z)ad cpmbuiatprifdS^e 2(g$re.qat 






i|t bte @um,me allex, bem ganjen pofttben (Srpenenten r ent- 
fprec^enben/ S3inomia(-£oefficienten/ ben erjlen unb lefeten/ 
beren jeber = i i|t/ we^Qeve^net; e^ ifl bemnac^/ tvcil bie 
©umme fdmrntUd^er Sinomial-Soefficienten 2^ betrdgt (91) 

@ r ^ J == 2^ — 2 = 2 (a^-' — 1) 

S^mau$ folgt 

vl 

b. if. gUt hai cien Bemevfte %i(bung^jcfe^ hev ©rS^en 

Kg/ Kg, K^ bxi Ry— 1./ 
fo gilt e5 aud^ noc^ fiir Kv / alfo bemfetben ©c^fuffe gemdfg 
au4> ftirKy-i-w ferner fiir Kv^. u. f. to,, worau^ bie 2lIIge» 
mein^eit bicfed @efeged er^eOfet. 
2)a wir oben 

r j3r 
Kv = @ ^, er-v [— 1, ^2, —3 • . • — (l- 1)] 

angetiommen ^aben, fo i(l: 



1 86 



P- 



K. = ® TT ^^« C— '/ —3^ —3 ... — (P— 0] 

JIber bte (r — i)te SomHnation^flaffe fur r — i glemente 
beflel^t nur au^ einer einjt^en (Somplejrion/ nd'mUd^ au6 bem 
^robiicte aHer S(emente / balder i(l 
g,__. [—1, -2; -3 . • . — (r-^i)] = i-iy-' (r-i)! 

, rl 

obcr we^ijn r! = (r— i)! r 

2 O 4 

!Die§ fii^rt auf bte ©UidfunQi 

© ?iy(r^,[_i,-.2^3..-(r-^0]=;T|® ^ J 

weldj^c bie tjerfprod^ene transformation M (infer «^anb be^ 
®rei(^lE)eitS4€id^en<J (lel^enbetrcombinatorif^en llsd^esaU^ au^* 
brucft. 

2{ud^ l^at man nun 



B» == 1 + @ 
ober 



v! 



' T K! z^ 
B» = @ 



o ^ • 



SBir werben teibem ®ebraudE)e biefer gormel in ber gdfge 
ben a5u4)(laben K ol^ne 3«8«<^ fcf^reiben/ alfo unter K ba^ com* 
binatorifti^e ?(dgregat 



r 



r 



5 (—i)'— (B— O' 
obfr ® ^ — 

oerjlel^ert. 
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lOQ. 

Sntn)i(felt man bte $oten^ 

nad^ bem fiir ga;j0e pofitioe Sxponentcn geltenbei> polpnomt' 
ii)^n fiel^rfci^e, in fo fern man /3 al^ bie ^auptgrSpe betrad^^ 
tet/'fo erflibt (td^: 

ipobet bie (£(emente 

11 i 

2 ' 3 4 

bie S^ifleP 

If ^f Sf 4 zc. ' 

fdl^ren ; uttb wenn man biefen Ku^brucE in bie Snbg(eid[)ung 
»on loO fubflituirt: 

@ E1 Sr-vL— 1, —2/ —3 . . • — (r— 0] = 

Siefe ©leid^ung/ weld^ic fflr jeben SSSertl^ t)on /3 bejlel^t^ 
unb in beiben @(iebern $o(pnome entl^a(t/ bvi nadf benfelben 
^oten^en oon ^ ^eorbner ftnb/ ijl notl^menbig eine ibentif4^e. 
^m ^at balder aud[^ 

-J Er— v[ — 1/ — a, — 3.. — (r-^i)] = 



= f;pe<(..-^, f'" i"-) 



V 



^tcr 
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unb z o6nig tinbeftimmt ifl/ ba^er ftnb au(^ bie Coefficienten 
ber gteicf^namigen ^otenjen oort z in 6eiben S{;ei(en etnanber 
iUiiff b. 1^* e^ ifl 



a^ Kr = ® Kw K^-^ 

0*T 



a (2'— — i)K, = @ KwKv-w 

l,v— I 

(£tf fep nun t nac^ unb nac^ = a^ 3^ 4/ »**• f« '*'•/ f* 
((nbet man / wenn man iug(ei<|» batf @;ummeniet(l[)en we0(j0t : 
2K,=K,.K, 

2 

2.3K.=K.K,+K.K.=^K?Ci +i) = Kj 

\2 2/ 



3 



R.=:- « 



2.3 

\3,0 2.3 3..>/ 

15.3.4 

K - "t 

2.3.4 

^iep ieigt fitf> bereit^ ein flemeinfc^aftrid^el ^irbung^flefeft ; e^ 
tft n(!m(tc|) : 

2 ! 3 ! 4 ! 

giel^men wir nun an / 1$ fet) ftir Mt innerl^atb ben ©renjen i 
unb V — I liegenben SOBertl^e »on w 

fo miyb 



.» \ 
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Sntwtdelt man bie ^oteit) 



r^ tz^iiiiL\ 



nad^ bem fiir 3a;j0e pofjtioe g^ponentcn geltenbei> polpnomu 
fd^en fiel^rfo^e/ in fo fern man /3 af^ bie ^auptgrSpe betrad^- 
tet/'fo erflibt (td^: 

ipobei bie (£(emente 

11 i 

1/ "~ •-• / ^^ — *-H 2C« < 

2 3 4 

bie S^iger 

1^ 3/ 3/ 4 zc. ' 

fiil^ren ; uttb wenn man biefen Hu^bvud in bie Snbdretd[)ung 
»on loO fubflituirt: 



r Mr 



@ tL. e,_v [— ! , — 2, — 3 . . • ~ (r— 0] =: 

2)iefe ©feid^ung/ weld^ic fflr jeben SSSertl^ t)on /3 bejlel^t, 
unb in beiben @(iebern ^olpnome ent^&Uf biii nad[^ benfelben 
^otenjen oon i3 ^eorbner finb/ ijl notl^menbig eine ibentir4^e. 
^M l^at balder aud[^ 

^ Er— v[ — 1/ — a, — 3.. — (r-^i)] = 



= fjpe<(v-^, ^' " ^•••) 



\ 



pter 



Gr^[— I, — 3/— 3 ..•— (r— i)] = 

unb to^nn man r — r = k (ett , 

Ck[— 1/ — 3^ —3 • • • — (r— 0] = 

SRimmt man bie SUmente in I'eber Sompterion oon 
Sk [— » / — 2 , — 3 . . . — (r — O] 

mit entge^en^efelten 3^ic^^n/ fo n^ug iebe domplejrion/ bamit 
i^r 858ertj> genaii berfelbe bteibt; ( — i)^ jum gactor «l^a(ten. 
& tft balder 
6k[~i, — 3/— 3... -(r-i)] = (-1)^2^(1,2,3. ..r—i) 

3n jeber Soniplerion von 

finb bie mit ^evahen ^e'lQevn Derfe^eneii glemente negatb; e^ 
^dtiQt ba^er ba^ 3^i4^^n jebet (Somplejtton baoon ab, ob (te eine 
gerabe obetr eine ungerabe linia'fyl biefer gfemcnte entl^dlt. 3)ie 
@umme ber 3^id^^ ^^^^ (Etemente in einer ber ermdl^nten £om< 
pUxiotien Utx&Qt r; bie ^crabcn S^Jfler fix i\6) aOein betrad^^r 
tet, bifbert notl^rtjenbi^ eine flerabe sSurhme/ balder ift bie grgin* 
junj biefer Ie|ecrcn S^umme ju r, weldj^e bie t>on ben u«<)era« 
ben Sei^crn gebilbete (Summe DorfleCft, gerabe, wenn r gerabe 
ijl/ unb ungerabe, menn r un^qevabe iff. €ine gerabe ®umme 
tann ferner niir burd^ eine qerabe 2(njal^( unb eine un.^erabe 
0umme nur burc^ eine ungevabe ^Injal^I ungeraber S<^^l«n er^ 
jeu^t werben ; folgtid^ i(l bie 2{njol^( ber mit ungeroben S^iflernt 
Derfel^enen S(emente in jeber i;ur SciQev^umme v genommenen 
Somplejrion mit r ju^Ieid^ gerobe ober un^erabe. 2)a nun bie 
^n^al^I aOer in einer ber oben betrac^teten Svmplejrionen er* 
((^einenben SUmente = r — h ij!, fo erTe* nt nion bie 5Be- 



V 



1^9 
fd&affen^eit Ut 2Injal^r xi^xzx fid^ ouf gerabe Seigep Bejie^enben 
dUmtxxU , menn man bie 2fi|ja^I ber ubrijgen eiemente, ober 
irgenb einc anberc in Seiug auf bie SJ^eilbarfeit burd^ 2 mit 
legterer 7(njabr 5reii:&arti3e SaW mie r ifl; \)on r — k ab^ie^t. 
e^ i(l alfo bie ifttjai^r ber. negatioen g(emente in ieber Som* 
plejt'ion uon 

gerabe ober wngerabe/ je nadj^bem r — k — r = — k, ober ttia5 
ba^fetbe i(l, je nad^bem k burc^ 3 ol^ne iKefl getl^eift werben 
fann ober ntd^t. 

g^ i|l bemnac^, wie man leid^t (Tel^t, t)er(lattet 

iu fegen, woburd^ man, ben ofiiflen g>ramifTen jufofse, auf 
bie ©(eici^ung 

fleffil^rt wirb. 

Jnimmt man bie iBeieic^nung combinatorif4>e: %9reflate 
iu ^filfe , fo er^d'rt man ^ 

Sk (1/2,3/ .Mr—l)=:@ "^ ^ 



« --- • • • 

c 



(r— 1^)! alblc.'jc* i« 2'» 3 
ta, b, c • . . , ] 

a+ b+ c +♦...= r— -k 
,a + 2b + 3c -|* • . . ♦ s= r 



p! 



ober Sk (t/3/3, ... r— 1) - ,, , , ■ ^ — 

[a/ b/ c • • • • ] 

a + b -}-; c 4- • • • • = r — k 
a-l-2b + 3c + *,4» ssp 
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eme^rmeO wefd^e t)ott ^ramp/ iebo(|^ ol^ne 93emet^^ in bet 
»®amm(ung cambtnatorifd^ • anatptifc^^er 2(6^anbruni9en / ^er- 
au^gegebeit von (£axl ^viehvid) ^^inbenburg* Srfle @ammluit|)« 
Seipiifl 1796 ft pag« 111/ unb/ unter etner etma^ abgednberten 
@e|la(t/ in ber y Analyse des refractions astronomiques et 
terrestres, Stra^bur^ unb Ceip^tg 1799 <x pag. 71 jur %e< 
red^nung ber 6fter^ vovhmmtnUn ^omhinatxon^tla^^n berna« 
titrli4^en Bdl^Ien ol^ne 9Bieberl^o(ungen angegeben n>urbe. SBir 
woUen biefe jweite @e(loIt'ber gormef/ ol^ bie jur 3lc4>nung 
b^quemere/ (^ier ebenfaOo anful^ren. @ie entfprin(;t au^ ber 
obigen / n:»enn man bie ®r5§e a wegfd^afft. 

!&ie betben 93ebin<)un^^^reic^unden jwifd^en ben ©rogen 
a/ b/ c. . « « ^iUn natnli^, wmn man bie erfle berfetben \}on 
ber iweiten fubtra^irt: 

b 4- 2 e + K. = k 
ferner (d'^t ftc^ hie crfle ©leic^ung auc^ fo barfleflen : 

b + C-{-2C. 4"^^ = *^""* 
SSRan fe^e r — a =; X , fo wirb a = r — X 

r ! r! 1 . 2 . 3 . • • (r — A) (r — X+i) • . • (r — i) r 



a! (r— X;! i.3.3...(r — A) 

= r(r--i).*. [r— (X— I)] 

fotflri* 

Sk (l/3/3.*.r— 1) = @ r-T — r-T-; J^- r ^ 

^ ' ' '^ blc!d! ic. |2^ 3«4'*K. 

[b, C/ d ♦ • . . ] 
b + 2c + 3d + :c. = k 
b + c -f- d + :c. = X. 
9Ran l^at balder aHe mSj^rid^en Sombinationeformen ber 
Bdh^^n i/,2/ 3 . • . • jur i^umme k mit fSBieberJ^ofun^en ju 
bUben/ unb abj^ujdl^Un / wie oft in jeber einjelnen €omp(ejrion 
ba^ Slement i/ n^ie oft ba^ Element 2, mie oft 3 u. f.n). oor- 
tommt. ^ie^n^al^t bief^r SBieberJ^olungen befltmmt b^^c/d «..; 
bie ®umme biefer B^W^ i^tn k oerme^rt/ gibt ben jeb>m~eiii« 



jftnen ©tiebe be^ comHnaterifd^en Tisd^e^atee cnefpved^enbert 
' SBertl^ t)on K SWan jte^t Ux^t eitt, bag X bfof jur 2rfcMrjun^ 
ber Sormer btent, unb nid[^t in ba^ SSerjeidl^nip ber tjeidnberli-- 
d^en (SvSgen fleb8rt. 

g^ fet? J. ». bie ©timme affetr Cluatcrnen bcr ttatilrricl^en 
Sai^ten ol^ne 588ieberl^orunflen uon.i 6i^ 8 inclusive ^u 6ered&* 
nem SEBoUte man bicfe O-uaternen wirfridS) barftetten, urn fie 

ju abbiren/ fo mi^u man f f'^ = EjJLlAlJ^ := 70 ©lie* 

^^^^ .1*2.3.4 

, ber anfd^reibem 9!)?ttter(l obiger gormel cri)dlt man, meir ba^ 

©pftem ber Sombinationen ber Sablen i, 2, 3 . » . mit SBie* 

. ber^otungen jur 0umme k = 4, ndmrid^ 

1 1 I I 
112 

4 
folgenbe SBertl^e fix 

he d e X barbietet : 

40008 

21007 

» o I o 6 '^ 

02006 

00016 

nr r, o^? pj_ Q.3.^, 6.5. 4. 3. 2 9.8.7.6.5.4.3 

1.2.3.4''-i^ 1.2.2^.3 

. 0.8.7.6.5.4 () . 8 . 7 . 6 . 5 .4Q.8.7.6.5 
2.4 *" i.ii.S' ' 5 

^24^2 ^2 *^3«^5 y 
= 22449. 
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S^e wit {u bem etgentfidj^en ©egenflanbe btefe^ Stapiteti 
l^uxidtef^ven, tooUen n)tr bte fic^ und ^ter barbietenbe @e(e^etw 
j^ett benu^«n/ urn ju i^ei^en/ bag autfy bte au einer g^^ebeneit 
^(affe genommenen Sombinationen ber naturltd^en 3c^W^ ^it 
SBieber^cItingen einer (S^nlic^en Stebuction^ wte bte Sombtna? 
ttonen ol^ne SBieber^otuttgen^ fdf)i^ ftnb^ wel6)^ Stebuctton mir 
ebenfaa^ aud ber in loU gefunbenen go^^^I 

B> =2 @ — f- = I + @ — J— fd[)6pfen wtxUn, 

wobeiK = © -i L ijj 

tvenn ndmlid^ B = i + 13 ^efe^t witt. 

Si; ©leicj^unfl B" = i + © — p 

B" — 1 = @ . 

> ▼ • 

l^ierau^ folg^^ n^enn^ man beibe %J}e\U biefer ®(etd^ung jtir 
^otcnj 11/ mobei n etne ganj^e po|ttire 3^^^ fepn.fod/ er()ebt* 

r 




Q) (-1)' BC-'). = 



= 0[K^z^pGt«>:(fj;it'r.'ii'*O) 



fflun tfl B« = @ 



o » • 



aKo wenn man (n — r) z flatt z fdi^reibt/ 

«, N X K* (n — ^ r)^ a^ 



O V • 

ibiefer 2(u($brucf/ in obige ©(eicfruns fubfti(uirt/ gibi 
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pber, mnn man in bem crjlcn Sl^eile bev @(eid[^ung, Un im 
jweiten «apiW ert^eilten SSorfd^riftcn gemd^, bie -©ummen.- 
jeic^cn tJerwecf^felt: 



@ 



S^ fep fcer SiSrje wegen : 

@Uy (—0' (n — r)v =:H. 

fo ^at man: 

n 

2)iefe ©feid^ung i(l il^rer gorm nad^ , wcgen bcr llnbe* 
flimmtl^eit ooit z, notj^wenbi^ eine ibentifdj^e/ balder finb bie 
ben gteid^namigen g)otenjen tjon z entfpred;enben Soefficientcn 
einahbev gleid^. S^ ifl affo 

D 

v! *^ -^ Vi!^ 2! 3! 4! / 

2)a in ber obigen (Sleicj^ung, red^ter S^anb be$ ©Ui^^^eiU^ 
jeid^en^ ber niebrigfie gjrponent von z ber Sal^I n gleid^r 
fommt,'fo verfc^winbet/ ber Sbentitd't beiber Sl^eile ber ©(eu 

n 

H " 

(f^ung jufofge, -I- olfo audj^ Hv ,- wenn v<n an^enommen 



n 



IT 

wirb. 2)a^felbe jeigt awd^ ber fo eben fiir J^ gefunbene 2(ju^ > 
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hxud; benn pSivI oerfc^minbet ^ wenn r<^n lit, unb bir 3fu 
Qtx ber {u combtnirenben jSUmentt bie BoiffUn i/ s^ 3/ 4 • • . • 
u* f. f. finb. 

SSJir wollen nun bie 95ef4^affen(ett be? @v5pf Ht tidier 
unterfuc^en. 

ftil^rt und foglflicfi duf eine iiotf4^en ben @r8feit^i)oii ber Sens 

Hv befle^enbe 9ie(attoti« 
(££1 ifl namtic^ : 

fotflli<5 

gur r =s o t)erfdS>tt)inbet T^Jll )/ l"^^^ i|l nad[> 2(bforr' 
berung be^ erjlen ©fiebe^ 

" ® Cr^i) (— »)'^' (n— r>-» = 

p (^Zl) (-0'- (n-r)-' 

unb/ wenn man in bem h^Uvn Tiu^bvude it + i ^att r 
fdf^reibtf um bie 3^ii3<i^)^^vt(^ wieber von o anfcingen iu lalTen^ 

« ® CT J (-0' (n— t-r)»- 



Dief< Umformungen fil^ren auf bie ©feid^utifl 

n 

H, « 

=nr@(")c-iy (n-r)— +@("7')(-i)'(n-i-r)'-.J 

wtt^t, iDtnn.manhitUihm intitt'fyati ben j((ammern fte^en- 

n 

ben combtnotorifc^en ^fg^regate mit ber gorm be^ burdj^ Ht iu 
iei4>neten Kgaregate^ vevfllcici^fc, in 

n f n n— I ^ 

tibergel^t* ^an biotbtre betberfeitd burcf) n!/ fo n>trb we^in 



n 



n! (n— 1)! 

n n n — i 

n! n! (n— i)!* 

n 

man (ejei^ne ferner -4 ^^^4^ *^^ / f^ erl^aft man : 



n n— I 



Jv = il Jr>— I + Jv — I 

QexUQt man bie Sombinationen ber nattlrliti^en Sal^fen 
ton 1 angefan^en M n mit £S3ieber^o(ungen jur £(a|te k in 
jwei ^artl^ien/ tvo))on bie eine aOe Somptejrionen/ wel^e ba^ 
Element n ent^aUen/ unb bie anbere aUe Q^ompfejrionen^ n^el* 
4^e bad SUmentn ni(^t ent^alten/ umfa^t^ fo ergibt ft$ bie 
©(eic^ung 

€n)k [i^ 2, 3 ... n] =» 

= 11 Swh—, [i, fl/3 ... n] + Swk [i/3,3»w(n — i)] 
SWan fe|e ^ier k = t — n, unb bejei^ne 

(TtUywo [i; !i, 3 • . * n] burd^ bad ©pmbol Ct/ fo 
iinbet man 
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!Du Sonti bieftr ©(eid^ung (timmt t^nau mit itntx ber 

B B a — I 

tt n 

^ttein i e6 wirb itdrnfid^ Jr auf btefet^ 2(rt butd^ Jr— 1 nn\r 

B— 1 , B B a 1 

Jr~i fiegeben / auf to^ltfye C^ ati6 Cr-.i unb C^> (ntfj^ringt. 

B B 

Xa fowol^I Jv al^ au^ Cv, tuie man aii^ ber 93ef(^affett< 
|^(it ber burd^ btcfe ^pmbote vorgefleatert ®r($cn (etd^t erfennt/ 
in 97un ilberge^t^ fobalb ber i>6ere3^ifler n ben tintern t itber- 

n — I 

fttx^tf fo fann man nun, menn ft^ bieSbentitdt ber ©ripen Jr^i 

n— 1 

itnb Ct— I filr einen (eftimmten SSSertl^ 9on n unb :fur jeben 
SBertl^ t)on y nad^meifen li^t, mic ^lUfe ber obigen ©leic^^uns^ 
gen aud^ auf bte ^bentitd't ber ©rSpeit 

B n-l-i n-f-» u-|-3 
J?^ Jv, J?, Jr U. f« W* 

mtt 

B n-4-1 n^-s n-|-3 

Cr, Cr, Cr, Cy u. f. ». fd^Ue^en. 
Senn man erl^diU: 

B B B— I a 1 B— » B 

Ja .. ^^ ^ Jb— I "f- Jn— I = Jn — i = Cn — i == Ua 



n — I « B — t 



Jp^.1 := n Jo "i" Jn ; = B Cn + Cb = Cn4^ 



B — I a - B — I a 



Jn^, = n Jn-f-i ^ Jn4.4^ = » Ca-f-i + Cn^-i == Cu-f 

U. f. ». 

B B 

alfo angemem j, == Cv f 

ferner 

B-|«i n-f~^ '^ B a a-l-i 

Jn^i^S (n-[«l)Jn +Ja == Jo = Ca ZsCn-j-i 

B-|-i n-f-t a n-f-i B B-{-l 

Jn+a= (n+l) Ja+i + Ja+i =(n+l) Cn+i + Ca+i = CB4-ft 



i9r 

J-+3= (n+0 J«+» + Jm-. = (n+0 Cu+. + Ctt+. = Cn+5 

u. f. to. 

It. f. w* 
S^Utau$ fot^tf bap wenn an^emeiii 





Jt = 


c. 






n unb y 






n 


B 

Cr fepn mtlffe. 


► 


3n ber Sl^aUjl aber 
1 


wegen 


1 




= '«< (tt' 


1 1 

71' rr" 


) 




H, 


= 1 






fofatid^ J^ 


1 ! • 




femer 




(i) = I'-. = 


= t 




1 


1 

= c. 






balder angemein 

• 


; ' 








n 




ha$ (eif t : 


^ 







H 

^ s= Q^Wvu^n (l / 2/ 3 • « « n) 



itf 
abet 






••.j8. 

n! Vi! a! ol 4! / 

obcr ntenn man t— n = k/ a(fo r = k+n f(|t/ 

iDeld^e ©leidi^un^ bie oerUn^te SRebuctioneiner QCQeUnttidom* 
(ination^Kaffe bier natdrlic^m 3al^Ien mit SBUber^p(ungen auU 
brdrft. 

-' ^ " Vi!' 2! 3! 4! ^ 

"^ a!b! c! ic/ (^ * (2!)^ * (SiF 
[a^ b; c * • • ] 

a + 2b + 3c + ic. = k + ^ 

i^tebur^ erl^ddt obige ©Ific^ung fof^enbe ©eflalt: 

[a^ b/ c • • • 3 
a+ h -^ c + K,=n 

a + 2b + 3c^+ :c» = k -f- n, 

pber tDenn man a auf biefelbe 2irt mte in 109 n^^df^^P' ^^ 
bem man k+n— a=X fegt: 
Smi, (i/ 2^ 3 « « . n) = 

1= (h+n)(k+n— (k-f n— 3) .... [k+n— (X-i)] 
"^ b : c! d ! JC. (3 0^ (3 !)« (4!)*^ k. 

[b, c, d . • . ] 

b + 3C + 3d + :c. • • . ■= k* 
b+ c+ d + K. +k=:X 
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(r) (— 1> (n-rV 



it)e(i$e$ wtr o(en bur4^ Ht vovflettten; la^t nod^ etne antere 
Selxututig jtt/ tie mit :^dtfe bet fDlgenben %)etra(J^tunjen ct* 
fannt wirb* 

e^ fe? 

^i/ ^a/ ^3/ ^*f Tj • . , . • Tx / T,4.i • • . « 

tvaa imnpnr fi!ir eine ^ol^c 9on ®r8fien« yjlan jie^e iebe biefet 
@r8§en Don bet unmittet6ar auf fte folgenben aif fo entflet)t 
eine Solge Don Unterfd^ieben 

T,— Tj, T3 — Ta/ T^ — Tj^ Ti-|-i — Tx :c. • • • 
weli)e bie erfte Siffer en^^reij^e ^er uvfpvi^n^Ii^en ^ aU 
^auptreil^e (etra^^teten^ ®ri|enfoIge 

Tj/ T,/ T3/ T^ « , ♦ . • Tx / Tx^, . . • • 
genannt tvirb^ unb beren @Iieber nHr tuv^ 

AT,, AT,, AT, • • . , . AT, • ... 
i^tiifmn xooUen > (0 baf) 

AT..= T, — T, 



AT, ±= T3 — T, 
AT. = T^ - T^ 



« • • « <• 



AT, « T»+. — Ti ifl. 



3ie]^ man bie &licUt berer|ten 2)ifferengrei(^e wieber eon 
ben auf fie unmittelbar folgenbeni cA^ fo erl^dttt man bie fo^e« 
ttannte jmette X^iffereni^rei^e^ beren @[ieber tuv^ 

AAT,, AAT,, AATg . . . AAT, 
ober Mrjer, bur<| 

A'T,, AT., A*T. . . • AT, 
i»orgefteat merben fodeti, ^b au$ n)e(d[^er auf btefe(be Tixt eine 
britte iDifferenireil^e 



20O 



A»T,, A'T,/ A»T, • . . A'T. 
abgeMtet werbeit tann u« f. to. 

Cffenbar i^ 
A*T, = AT.- AT. = T,— T,.1(T,~T J = 

= T,— 2T. + T.. 

SBdre T, ba$ etfU ®Iirb ber £)auptret^e/ fo ware T^ 
ba§ imiU, T^ ba$ britte ®Iteb berfelbett/ tiiib A*T, ,ba^ trfie 
®lieb ber iweiten 2)i{fereniret^e ; ba^er ift/ Ux (o ebeit gefun^ 
beneit ^ormel ^etiKiif / 

A*T, = T, — 2T, +T, 
fnnn ift A*T, = A*T, — A'T,, folfltid^/ wtnn matt 
flatt A"T, , A'T/bie entfpre4>enben 2(u^brucfe fub|lUuirt: 
^•T. =T, — 3Ts+3T. — T, 
& ftc^t A*T^ iu T5, T^, T3, T, in berferten Stero* 
tion, wie A*T, jii T^, T, , T, , T, , baf^er ift 
A^T, ^Tg — 3T^ + 3T3 — T, 
TiUx A*T, = A»T, — A»T. , fofslic^ 

A*T, = T5_4T^ + 6T3-4T,+T, 

u. f* n)« 
t)a bit Soefficienten ber ©rSpen T, , T, , T, , T^ . . . . 
in ben fiir AT,, A»T,, A»T, . . • . ^efunbenen Xu^brficfen 
bie ben Sxponenten i/ 2/ 3/ • •• « ge^6renben aSinomiaU 
fioefficienten finb, fo (iel^t man/ bap, menn A"T, nad^ bem- 
fel6en @efe|e gebt(bet fepn foQ/ weldi^e^ ben 2(u^briicEen fit 
AT,, A»T,, A*T, u. f. IV. jum ©runbe liegt, 

A- T. = Qy (—1)' T„+.-. 

anjunel^men ijl. Unter bieferSSorau^fegunflgittaBerfiir A"+"T, 
ba^felbe 33tlbung$j)efe|. 2)enn benft man ftd^ bie .^auptrei^e 
mit T^ anfangenb, fo gej^t ber fAr A*" T, angenommene Hui^ 
brucf in 

A» T, = ® (r ) (—0'* Tn+.. 



il(er. 
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fflun ifl 

A"+'T,=: @ (r)(— O' T„+,^r—®('r )(—!)' T„+,_r 

ober toeU 

=T„+.+ @ (rlfx j (—1)'+' Th-i-t 

V 

* 

e^ •l)e(lel^t alfo ba^ angeful^rte asilbung^^cfe^ fflr A"+»T, 
fotalb e^ fflr A-* T ©tatt finbet. 97an gilt e^ fflr 

AT,, A«T,, A^T, • • • ., 
fofglid^ aQgemettt. 

a^ mirb a(fo ba^ erfte @(teb ber uUn l^ifferentretl^e fdr 
bte ^auptretl^e 

bur4> bte gormel 

au^gebriJcEt. 






(S^ n)erbe bie Steele ber vten ^otenjeit bet mtt o an» 
fangenbett natArUd^en Sal^ten fiir bie ^auptrei^e ansenommen, 
fo ^at man/ ben oMgen Sormein gemdg: 

Tn+i-* = (tt — r)^ u. f. w. 
ba^er wtvb ba^ erfte ®(teb ber nten i&ifferenireil^e s 

A^ (oO = @ (y (-1)' (n-r)- 

Sa nun biefe^ CDmbtnatortfd[)e 2(ggregat ^enau bajfetbe tft^ 
loeld^e^ oben burd^ Hv angebeutetn^urbe/ fobeflel^t bie (BUi^un^ 

Hv = A» (o^ ). 

SWan nel^iwe ferner bie Mei^e ber (t — i)ten ^otenjen ber 
mit ber Sin^ett anfan^enben nattlrlid^en 3al^(en filr bie S^auft^ 
rei^e arif fo ill 

S)a^ erfte ®Ueb ber (n — i)ten Sifferenjreil^e biefer S^aupt^ 
reil^e ifi bemnad^ 

A"-» (1^-0 = k> f"""*) i—^y (n— r)^-« . 

folQtitfy ijt au(fy 

^ A"-* (1^-0 = @ n (^"^*^ C— 1)' (n— r>-« 

balder n A^-'Ci'^O = ® Ty') (—0' (^ — r> 
alfo l^at man nod^ : 

Hy = n A"""* (i^^O 



nl 



• 

-a 



ao3 
SBie in no ge/unben wuxbe, i|l 

n » 

e»r-n (l , 2^ 3 • , . n) = ^"JL 

oter, wenn man h ftatt v — n fd^reibt: 

n! 
2)al^er ergibt frd^ : 

gmu (I, 2, 3.,.B) = f^" ^^^-^"> ^ A-'(t^-+-' ) , 

(S^ erfd^einen atfo bie (£ombination$f(affen ber natMi^en 
Sd^Un mit SBiabev|^D(unden aud^ in en^Jer ^erbinbun^ mit 
ben erflen ©(iebern ber £)tffereniveil^en/ itefd^e bi^ mit o ober 
tnit 1 anfangenben Steil^en ber ^^otenjen ber natiirlicj^en Bo>W^ 
barbieten* 

®o finb J. S}« 
0/ 1/ 32/ 243, bie er(len®fieber berStei^e ber ffinf» 
Un 9>i>ten{en ter nati!lrlid^en B<^^Un, ferner 

1/ 3i/ 211 ••• bie ?(itfan jdgUeber ber erflen / 

3o/ 180 bie ber jwei^en S)itf^renirei^e 

u. f. n). 
fcal^er i(l ' 

^ =: i5 bie @umme ader 3:ernen ber B^W^ & unb 2 mit 

2j 

f©ieb^l^orun.aen , 

180 

_-t= 90 bie ©nmme aOerSernen ber B^^Un 1, a, 3 

2! 

mit SBieberl^oIungen u. b« gU/ movo'n man ftc^ burd^^ bie with 
lic^e S^eredJ^nung biefer (Sombination^EIufTen (eid^t liberjeugt. 

ii3« 
SBenben n^tr un$ nun wieber juv (Snttt)idFe[un() ber S^po« 
nential.'®r56^ B' / n^enn z einnac() ben^^tenjen brr^aupt' 
flrSfJe X georbneteiJ Qfolpnom ttorfteflt^ 



2o4 

V 

e^ifiB« = i+@ — p=® — — 

r ( iV-l| fir 

wotei K = @ > ■ > '^^r -unb B = i + ^ gefelt »irb. 



SKan fe|e z = Ar »''+'* 



o.m 



fo ift/ bem ftir ^anje pofttbe Sjrponentett g^Itenben polpitomu 

2^ = ^ (x^k+rt i)ew;(A„ A,, A, . ; . a^)! 

^" = ® |?7® ^^^+'* l>e<(Ao, A,, A, • ... A„)l 

weld^er 2(u^bru(!/ ba im SjrponenUn Don x bieBei^eir y unb r 
judleid^ DorEommen/ Uxmx weiUxcnUnotbnunQna^ ben $oten^ 
jen Don X fd'l^ig ifl. ^ 

SBirb a(er h = o angenommen / fo baf 

r 

z = @ Ar V« ijl/ fo l^at man/ wcit ie|t bie 

Uihm in bem oM^en Tfu^bnicE fix B* erfd^einenben @ummen« 
i<id^en vermed^^felt roerben fSnnen : 

B» =0 lx« @ — pSw; (Ao, A,, A. . . • A„)| 

Set ber (SnttDtcEelung be^ ftd^^ auf ben B^id^^ ▼ (ejiel^en' 
ben comMnatorif^^en lissxeQate$ wixb man / fo wie bereit^ tm 
btttten ^apitel 7a bemerft wurbe/ pSw; fo(a(b r>o ifi/ gteid|f 
9?ull/ l^ingegen pSmg = 1 nel^mem 



ii4« 



(S^ fep bet Mxie we^en 



-TPS">T (^0/ A|' Aa . ♦ . Am) = Qi 



2o5' 



fo i|l B* s (3 Q, X'* 

o 

:Dte 2(e]^nUd^(eit be^ Soefficienten Q, mit ben ^D(pno« 
mtal'Soeffictenten I(![§t uxmut^m-, ba^z fo tote fAr biefe eine 
recurrirenbe 2(6(ettung moglid^ ifl; aud^ Q, bul:4^ bie t^orJ^erge^ 
l^enben Soefficiente^i Qr-i / Qr— i f Qr^ • ♦ • beflimmt wer- 
ben fSnne. 3n bet Z^at ergibt fi4^ eine dtecurfton^formet ftk 
Qr, wenn nian batf combihatortfc^e TiQQxe^at 

w 

@ W Aw Qr—w 

auf etnen einfa^en 2(u^bru(f iuvM^xu 

2)a Q,^w = ® — pSruI^^ (Ao, A,, A, ... A™ ) ifl, 
fo f otgt: 
®wAwQr--w = ® fwA^e -lpStt);-'^"(A^,A,,A,..A„)l 

= — 0wAwi)etttr'''(Ao,A,,A,..A,Oi 

Surd^ bie SO?u(tip(ication von Aw mit 

pEm;;-^ (Ao/ A,^ A^ ^ . . A„,) 

' entjlel^en Somptejrionen ber Cfemente Ao/ A,, A, . . • A,„, 
weld^e \dmmtU^ jwr Sfaffe v+ i unb jut ©umme r gel^Sren. 
@ibt man bem S^ifl^^^ >^ <»tte ?88ert^e vDn i bi^ r, fo ifl feine 
SonipteArion -ber Sfaffe v + i iur ®umme r benfbar, tvti^t 
l^ier nidj^t erjeugt wtirbe. 1>inn ba ^ier r > o oorau^cjefegt 
wirb/ inbem ber ffeinfle 858ert^ von w= i ifl, unb r— w nic^t 
ne^Ait) au^faOen barf ; fo befle^t fetne Sompfe^ion biefer 21rt 
Blo@ au$ bem Stemente A^/ fonbernfte ent|^(!(tn)ent,9ften^ eine^ 
ber Slemente A,, A^, A, . . . Am, nadS> beffen ^(bfonberun^ 
eine i^ur Tten £(affe gel^Srenbe (Eompfejrton juriji(fb(etbt, beren 
Seigerfumme mit bem 3^id^^ ^^^ abgefonberten S(emente^ ju^ 



so6 

fammen r au^maitL &U^t f!<|^ bemna<|^ jebe €om(tnattdn^< 
form brr (y+ i)Un Ataffe lut ^umrne 1^ in )wei ^actotett 
{crfd'Hen/ movon bet eine bie %oxm A^ |^at/ unb bet anbere 

eitt JBeflinbt^eil t)on (Swp'' (Ao^ A, ... A™) i(t. »elbe 

gactoreit iverben in Urn comHnatorifd^en Ttj^ttQaU 



w Aw pSwJ^""^ (Ap, A^/ A. • 4 • Am) 



wirRi^ mtt einanber mu(tip(tctrt/ balder erfd^eint bafe(6|t jebe 
benfbare Sombtnf tionoform ber (v+i)ten Alaffe jur ®umme 
r. !£)a aber iebe btefer (Sombtnation^fontien burd^ bie cxw&fftitt 
9}?u(tip(ication fo oft l^erootigebrac^t n)erben !ann^ aU fte oer« 
f4^iebene brr Slemente A,, A,/ A, ••• Am in fjit) bcgreift^ 
unb noc^ iiberbie§ bie ^ermutation^ial^(eii ber yflelligen (£om« 
pUjrionen/ nebfl ben S^ifi^i^n ber einfad^en Sfemente/ o(^ ^acto' 
ren in bo^ <Spie( fommen / fo jeigr ftd^ in bent/ na(6 de^Sriqer 
9tebuction er^oUenen/ Snbrefultate be^ combinatorifc^en ?(g9re« 
gate^febe berneu entflanbenenSombination^formen miteinem/ 
nun nd^er )u beflimmenbeti/ ^act^x oerfel^en* 

di fetJ a; aJ AJ . 4 • • • tr^enb eine Ctombinatiort^ 
form berlC^+i)ten iCtaffe jur 0umme r, wobei atfo 

unb aa -j- bb + cc 4" • • • • = '^ ijl/ fo entjle^t 
biefelbe burd^ SRuItipIicatton 

von Aa mit A*"" A^ A* * .. ♦ * 

t)ort Ae mitA* Aj""' A' . . . * 

Don Ac mitAJ Aj Ap' . . * 
u. f. w* 
anb befomntt im ei^flen S<^0< ^^^ S^^efficiehUn 



ao7 

v! 

a 



(a — |i)! bjc! jc. 
m iwtiten ben Soeffictenten 

6 . Tl 

a! (b — i)! c! :c. 
im ixitten ben <£oefftcienten 



( • 



vf 



a! b!(c — 1)1 ic. 
«• f/n). 

!jDte (Summe biefer einjelnen Socfficienten / ndmtx^ 



(aa + bb-f CC+...) . 



VI 



a! b! c! tc. 



v! _ r (v+i)! 

a ! b ! c ! }€• t + i alhl d xc* 
H(t ber ffoefftcieut von 

-^a -^b ^c ' • • * • 

I 

im gnbrefultaee be^ cornHnatorifd^en ^(jatcgatc^ 

@wAw pCw^""'' (Ao/ A,/ A, . * * Am) 
«/' 

Tfber ^^"^'^' ijl bie ^ermulation^jal^r ber Combj- 
a! b! Cj! u. 

nation^form 

a; Aj AJ : . . , * 

wetd^e jebe (TompMon in bem erwdl^nten (Snbrefuttort^ O0r« 
ftettt; balder 1(1: 

■ 
w 

@ w Aw »)€<■"'' (Ao/ A,, A, • • . Am) = 

— --7— pSw^L, (A^, A,A Arf • * -• Am) 

V-f-t *^ 



\-- 
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@ W Aw Qr— w « 

== ® -r • rir p®<+. C^o' a,, a, . . . a„) 

r ^ R^+* 

= tF ® f -L M P^"^v+i <-^o / A, , A, ... Am) 

r '' K' 

= -^ • ® '-T '^^"^^ (Ao/ A,/ A, ..•Am) 

2)a in tern oben ongefiil^rten 2lu^brucfe fur A» , fotalb 
r > c i(l / 

p£n)^ (Ao/ Aj, A, . • . Am) = o wirb, 
fo ^at man: 

V J(v ' 

@ — - ))Sn)^ (Ao/ Aj/ Ag . ♦ .Am) s= 

= @ — - p£«>' (A^, A , A^ 4 . . Am) 
o t! 

@ W Aw Qr— w = -tT Qr 

K ^ 

Unb Or = — @ W Aw Qr-w / 

peld^e Sormel j^ur recurrirenben 93efltmmun^ ))on Qr bient. 
35er SBertl^ von Qov weld^er unabJ^angig »on ber Stecwrfion 
befannt fepn mwt)/ i(l ber ^ebeutung Don Qr jufotje: 

Uebriflen^ pnbH man Qo <»«^ <^ii^ ^^"^ ©(eid^ung 

B» = @ Qr X'* = Qo + ® Qr X'* 



209 



wobei z = ® Ar X'* = Ao + ® ^f ^c" i(l/ 

. o,in . I /in 

ivenn man x s o fe|t, X)anii roirb offenbar 
alfo 9o = ® -°- (108). 

o V • 

ii5. 

@(i^reibt man in ber ©letc^^un^ 
_ y K^ z^ 



o '^ • 



ftatt z bU ®r6^e '—/ fo finbet man 

K ■ 



B»^ = © ^ 



Sa^ <om(tnatorifd^e ^X^d^^d^t; 



V 1 



O 



beffen entwicfelter 2lu^bvu(f 

ijl/ l^at einen bejlimmten numerifc^en fSBertI;, W(?l^en wir in 
ber ^^\Q^ flet^ burd^ ben bafdi* aU^emetn ixh\\i}tn S3u4)fra6en e 
bcjei^nen werbcn* £)ie 3^^^^ ^^f'^ P4) »nit •^utfe be^ obigen 
2(u^brucfe^ leic^t mit beliebi^er ®d;arfe berecf^nen. ®el^t nuui 

nd'mnd^ bi^ ju bem ©Uebe jL, / inbem man bie ^\xxnmz ber W' 

auf f.otgenben ®(ieber » 

' + * ' + ^ 4- ic' 

(v+0! IV + 2)! ^ (v + 3)! ^ 

»ernacf;(affi.()t, fo betr(J.(jt bei: g^fer, weif aUflemein 

(y+w)!=(V+i)! (v+2) (y+3) (v+4) • • ♦ (v+w) 

alfo 

D 



310 



1 ^ ' 1 



»W-r-i 



id 



1 ^i + ,J^+, ' +— i— +...) 

b« 1^. toeniQev aU 

! I Dber _i- (9&) 

un\) ei ill fot^Iic^ ba^ untcr bcr (Seftait einc5 Secimal&rud^e^ 
^r{^a(tene 9{efu(rat ment.(3|len^ auf fo viefe ®tellett genait / a($ 



in bee Sntiuicferuna be^ 58ruc()e5 burd^ StuHcn aue^iijcfuttt 

vl V 
werben. 



v! V 



T iff, unb jmar Weiner geina<l^t werben fann, aii jebe believe 
nod^ fo fleine 3^:^^^ fo fonn man bie 'ilnndf}^v\xn$ ^um »)a^* 
ten SSevtl^c oon e fo weit treiben, aU wan witi. 

2)te iDtrHtd^e dtedj^nun^ ^tbt: 
e=3/ 71O28 18284 59045 23536 02874 7 c35a 66249 77572 k. 

SBenn alfe jraei ©iro^cn B unb R in einem fi>(d^en 3m^' 
tfin/men{)ande fle^en/ ba^ 

• r 

ft 

fo ^at man B* =- e, ober B == e^- 

^an pe\t jugleid^/ ba$ n^enn man ber ©rS^e B ben ^etffy 

* 

c beilegt, K in bie €in^eit dbergef^t; fot^(i(^ 

' (-ly— (e— ir .- 

© — = 1 ijl. 



N 



Ski 1 

116. 

SD?an ne^me nun an, e unb ir^enb eine anbevc von bcr 
€inl^eit Derfc|)iebene 3<i^t E fct)cn bi« &xut\\^}i<il)Un jmeicr Co* 
garit^menrgpjlcme, urrb be^clc^ne bie Co.qaritj^men be^ erflcrn 
hut^ I, bic be^ legtern burc^ L, iDcI(^e 5£uc^(!aben ben biefen 
eo^aritj^mcn iuqe^Sritjcn Sa^fen tjor^efe^t iverben, fotfl.nujjna 
filr eine fceltebi^e B^^l B 

flenommen luirb/ e^= B, a?fo K=1B 



ober I B == @ 



1' 



gernet ijl, jtem a3eflnjfe einc^ goflarit^mu^ jemdfjl, 

E^» = B 
Qffo 1 (Ei^R) = 1 B 
ober wetl in jebem ©pfteme ber eo^arit^me einer g)otenj bettt 
^robucte be« €;rponenten mit bem Sojjarit^mu^ ber SBurier 
gieic^fommt: 

LB . IE = IB 

fofgfic^^ LB =_L IB. 

IE 

aWon (tij^t l^ierau^, ba§ bie ioQcivit^men geae6ener Sa^ten 

fix ein betiebtge^ gpftem au^ ben 2o^ant{)men'biefer So^fen 

in irflenb einem anbern Stjflem ob^eteitet mcrben, wenn man 

re|teve Cogaritbrnen burc|> ben ouf baefelbe @t)flem be^ogcn^n 

8o(3orit{>mu^ ber ©runbiaJ^t be^ erflern epftem^ bimbirt. 

Urn einfac()flen ift e^, Die a3ere*nuna ber ioQaxit^men einei 

jeben ©pftem^ auf bie ber eoj9arit{)men fi5r ba^ ®9|lem, bef* 

fen®runbia^f = ei|l, jii bauen, wnb M^alb l^eifjt btefeg fe^tere 

09llem ba^ n a 1 15 r t i d^ e. 2{u^ befonbern mdfi^ten wirb e^ 

T)on mat^ematifci^en @(^r|ft(leirei:n baiJ 3? ep e x'ji^e, m^i au^ 

^rt^ ^pperborifd^e CDflorirtmen--e9(lem genannt. Sebel 



so6 

fammen r du<ma(^t« (S^'M^t f!d[^ bemnad^ iebe (lomVxtiati6n$» 
form brr (T+i)ten ^taffe ^ur ^umrne 1^ in )wei gactoren 
itrfaHen/ movon bet eine bie S^^ni A^ |^at/ unb ber anbere 

eln JBedinbt^rilDonewp"' (Ao^ A, . . • Am) i(t. »elbe 

gactoren iverben in Urn comHnatorif(^en 2f j^r^gate 

w 

w Aw pSiD^""^ (Ap, A^/ Ag « i * Am) 

wirRt^ mtt einanber mu(tipnctrt/ balder erfd^etnt bafelBjl \ebt 
benfbare Som&tnf tion^form ber (v+i)ten Alaffe jur ®umme 
r. 2)a aber jebe btefer €ombtnatton^formen burd^ bie etw&^ntt 
9}?u(tip(ication fo oft j^ervorigebrac^t merben !ann/ aU fie 9er« 
f4^iebene ber Sfemente A,/ A,, A, « « • Am in flit) begreift^ 
unb noc^ uberbie§ bie ^ermutation^jal^feii ber yflelltgen (£om« 
pffjricnen/ nebfl ben Seis^xn ber einfad^en Slemente/ o(^ %aUo* 
ren in bo^ <Spie( fommen / fo jeigr ftd^ in bent/ na(6 de^Sri^er 
9tebuction er^altenen/ SnbrefuUate be^ combinatorifc^en ?(d9re« 
gate^febe berneu entftanbenenSombination^formen miteinem^ 
nun nd^er )u beflimmenbeti/ factor t^erfel^en* 

SI fetf A* A^ A° * « • « « ir^enb eine Ctombination^ 
form ber (v+i)ten ^(affe jur 0umme r/ wobei atfo 

unb aa -j- bb + cc 4" • • • • = '^ if*/ foentfte^t 
biefelbe burd^ SRuItiptication 

von Aa mit A*"' A^ A* , ^ ♦ * 
vottAemitA; Aj""* A* ... * 



k . » 



u. f. w. 
anb befommt im erflen Sade ben S^^efficiehten 



2l3 

1 — X i r . 

S)a (—.1)'-^ + 1 »erf4>>\)mbet/ fobatb rgerabt ifl, f^ 
tann manar — i (lattrfe^en/ iutt>e(ci^ehigaHe( — i)«!^»-{-i=3 
ivirb/ tinb man |^at 

i+x ^ x«-' 

1 -^-— -=2 



1 — X , 55 r — 1* 



1-^x V 357 / 



f otiglid^ l^at man : 

1 Z = 2 @ ^ I ; J 

£)iefe Steil^e con^jerj^irt, fobafb |latt,z. eine bie ginl^eifc 
fiberjleigenbe pojititoe 3«i&tfl^f«§t wirb,; aDfein ba z — -1 ton 
z + 1 nur urn jwei gin^citen ahueici^t, fo nel^men bte ®(te= 
ter berfelten ju roeni^ fd^nea a6, urn bei ber wirHtd^en SKedJ* 
nung eine annel^mbave STJa^erun^ ju ^eflatten. 3nbe(fi»n tann 
man (td& burd^ einen gefc^icE ten ©^braud^ biefer ateij^e ober ber 
mi^ tl^r g(eid^bebeutenben 

, i+x *• X"— » 

I =3 2® 

1 — X , 2r — I 

Me Sogaritl^men ber-^rimjaj^fen (auf mefd^e et^ alTein anhmmtf 
la bie go^^arit^rtten ber ubrioen Sal^len au^ benfelben burd[>2(b5 
bition erjeuflt werben)/ mittelfl (lar! conoergirenberStei^enver- 
fcj^affem @e|t man j. *. in ber te|tern gormer 

x = 4,JL, -,JL,fo«)ir6 

5 7 9 99 



/ 



IS I -I 



i+x _ 3 4 5 5o 



1 — X 2 3 4 49 
uit^ man ftnbet fitr tic So.^arit^men ber 3«2^f<n . ^ 

3 4 5 'JO 

a d 4 49 
ff^nell convergirrnte 2iu^brucfe. 

9tun ifl li + 1 * = la 

\1 +1 a = 13 

a 

li. 4- 2 la = 15 

4 

a 15 +la-.l^ =149 unb 1 I49 «!? 

49 a 

u. f. .w. 

Sn^befonbere ift 1 10 = I 2 + 1 5/ wobur4> man Uic^t 

jum kSifvt^e pon _L gelangt, n>elc|)cr 83i:uci^ ben tSKobuIul 

1 10 

be^ ^emeinen ober ^x\^^\\i)tn 0pftem^ angtbt. tD?an ftnbet 

biefen 9)?obu(u^ 

s= 0/434^94/181903251 82765 112891891660508 20943 •• , 

Sr ifl effenbar iugleid^ ber ^ri^^if^^e Sogarit^mu^ oon c. 
©eftt man in bem 2fu^brucfe filr 1 ^lltll) 

.1 — X Z^ 1 



2Z" 1 



ba^er I f — f_.) -= q @ ,■■ ■■-. ■ . ■^. .. 

Vga 1/ J (2r— 1) (2Z» — 1)"— » 



•be» Iz a= * + ® 



7 (2r— i) (aa' — i) 



a#5 

cine govmel/ xoeii^e i;ur fucceflttjen J^evcd^nung ber Co^arit^x 
men vox^^^iii} gceignct ifl, 3(1 z eine g>rimjo5)(A fo finb z+i 
iinb « — 1 tuvc() 2 tl^eilbar, unb laflfen fi4? be^^alb auf fcj^-on 
fru^ev bered^neu Sojgarittmen juriirffii^rcn. 

Sie l^ter gegfbenen 2Inbeutun^en einiger^ bte ^ered;nuitj 
ber Sogont^men erleid^ternber, S!un(!3tiffe mo^ett l^inreic^en/ 
einen i^egnff t>on ber CoQa'rit^moted^nie ^u )?erfd^affen/ wc(cf?er 
librtgen^ bei bem ige^emudKvttgen 3uflanbeber2lna(t)ft6 ncd^viete 
anbere/du^erfl wirffame SKittef ^u ®el>ote (Idnben, wenn etf 
(14) um etne 3v<)?i|ton ber Idni^ll beredS^ncten , ober urn bie don- 
flriiction neiier Sogarit^mentafeln i>anbelte. 

S5BU- (inb nun tm ©tanbe/ ben ?cgaritl^muil etne^ ?»orp* 
nom^ von feer S*ovm 

r 



o.in 



na4^ ben ^oten^en ber i?ctiij>t3i'6f,e x j« entivtcEetn. 

?Iui5 bem in ii6®efa^ten erl^eaet, tafi \\>iv un6 l^ier bloj 
Auf bie @ntmi(fe(uni; natdrlit^er Scgai'i^^men ju befct^rdnfen 
]^a&en. (i$ i\t 

® Ar x'^+^' =. A., x^ . (S -v— i'"^ ^ 

= A,x^ \i+^ ^^1- x^tl 

1 r@ A, x^+'t | = l(Aoi^»')+.l [1 + ® r-^A 

lo,ui J (^ i,mA^ J 

21ber 1 (1 + x) =» @ , ba^er wenn man 

JL A'- ; 

<^ -r^ %'^ flatt X ffc|t: 



^ 



2IO 



1 ^ ' 1 



ift 



(T+W)! (v + i)! (T + iJ^-* 

wfitifler fild 

1 ^i + ^^+_±_ + _^— +•..) 

b. 1^. r»eni(jer dttf 

! !1 ober -JL (9&) 

(v-f- uf I ▼ !v 

m^ ti ifl fot^Iic^ bag unter ber ©eflaU einc^ Secimar&rudj^e^ 
^rj^altene SHefuttat meni^jflen^ auf fo \)iefe ©teflen geiiau , a((J 



in bee SntioidF'efuna bctJ 58ru4>eg ^ burd^ SRuUcnau^jjcfuflfc 

vl V 

werben. 

Xa btc ge^tergrdnj^ -1- urn fo Reiner wirb/ je flroger 



v! V 



T i^ unb jwar Heiner gema^^t werben fonn, aW jebe believe 
no^ fo fleine 3^^^^/ fo fann man bie Znna^^xnn^ ium »»a(?* 
ren fSBertl^e oon e fo n^eit treiben/ aM man wiii. 

Die n^irfttdS^e Stec^nttn^ ^ibt : 
€=3/71828 18284 59045 23536 02874 7 t35a 66249 77572 ?«• 

Senn a{fo jwet ©rS^en B unb R in einem fo(d^en 3^' 
tfin^menl^anje (le^en/ ba^ 

f ^at man B^ = e , ober B == e^ • 

0Ran (tel^t iud(eici^/ ba^ n^enn man ber @rS@e B ben ^ettfy 

» 

c beilegt/ K in bie Sin^eit Aberge^t^ folgtid^ 

© = 1 i(l. 
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mt6)e gcrmcl T, burt!^ bie t)orl^evge^enben (Joefficienteh T^, 
T,, T, . . . Tr^, anflibt. 

IIC). 

3n bem bt^l^er SSorgetraflenen ifl bie gntwirfctung ber 
g;cponentiar»@r6^en auf ten binomifc^en unb po(pnomifc|)«n 
Scl^rfal fiegrunbet wovben: aCfein e^ bfirftenid^t uniwerfmd^ig 
(epn, ju ieigen, mie biefe gntmicfelun^ audj) unab^^ijig t)on bee 
g^orpnomialformel ben)erf(leniget werben Unn. ^ 

« . 

a5etradbten mv bie 9?eil^e 
. mx , m'x* m'x* m^ x* ' m'' f 

1 1,2 1.3.3 * 1.2.0.4 o 

unb fe|en wir biefelbe ber ^lit/^e wegen-^ Rm/Jo ba^ 



r! 



r u^r X' 



fo l^at man, wenn man m mit n,\)erwed(>fe(t, 



^ n' x"* 

Ra = @ — p ; 



foyiid^ ter in 64 gegetenen 2)?u(tiplication^formet gemd^ : 

o L o,r w! (r—w)! J 

97un ijl offenbar 






wi (w — 1)! 

V. ' ' — — n 



unb i i = n. 



(r— w>! (r — w — i)l 



n 



r — w 



SW ttltiplicirt man t)H erfle biefev ©.(eid^^iingen mit bie 

(r — w)! 



m''' 



iiweite mit _, fo ext)(iU man buv6) ^ibbition beiber: 



wl 



r . — , i_ =m — i rrP 






w ! (r-. w)! * (w— i;! (r— w)1 w! (r-i-w)! 



3l8 



^ierau^ fotgt: 



"^ raw n»-»— w 

+ n . -r • 7 -7 • » . (A) 

* , w! (r— 1— w)! 



(w — i)! m wi 

fe^t man l^ier w = O/ fo ftnbet mon roegen o! = i (i3) 

m— • 
= o 

SWan fonn baber in (S -— — r-, •- ba^ ^r(tc ©lie^ 

^ o,r (w— 1)1 (r— w;! 

iinbeac^tet laffen, ulfo 

@ . , : , = (g J . . 

. o,r(w-- 1)! (r~>v)i ,,r (w— i>l (r— W)! 

annc^men, welc{>e5 (e^Uere combinatorif^^e ^iggreaat audS)unteir 
ber ©ejlalt 



@ 



4 



t)orfle|lenft werbcn barf. 
&e^t man nun 

@ — 7T * r = &r f 

o,r w! (r-w)! 

fo ift ® — r • ^ -7 =^ S^,. 

o,r-i w! (r-1— w)! 

^uf biefelbe Hxt ftnbet man 

•.^^v! (r— I— w)! o,r-»v! (r— 1— w)! 
^ieburd^ oermanbeK ftd^ bte ®(eic^ung (A) in 
rSr ==mS?l, + nSr-, = (m+n() S,^* 



919 



o,pW! (r— w)! ol o! ' 

1 1 

c^ m+n ^ (m+n)« (m+n)* 

3 1.2 a» 

S — "*+" <i — (m+n)* (m+n)* 

4 3 ! 4 ^T 

u. f, w. 
unb oU^enietn: 

S, = J — = @ — - . ». , 

r • o,r w ! (r— w) I 

€« ift alfo: 



i! 



^ierau^ folgt 

@e|t mah in o6iger ©letdj^un^ m-f-n (latt m/ unbpftatt 
li f fo er^drt man : 

I'm • i«n • **p ^^ xlm 4-n-i-p* 

2(uftteferbe2rrt ergibt j?4^ 

Km • Rii • Hp • R^ ^ Rm-^a-f-p • R^ ^ ^">~{**'4~F-f'f 

w. f. m. 

^nUiplicixt man nun eine ?(nja]^I h von Sactoren/ bereit 
jeber ^ B« i(l/ fo ent(}e{)t bie ©lei^^unfl 

woriuil fi'iv m = 1 
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ft-] = 



1 ^' X' 

® - 



o * • 



®egt man x = i , fo ge^t 
— in ® ^ ilber, weld^e^ (e^t^re combinatori(4>e ^Cggregat 

o * • o 1^ • 

einen pjren/ we^en ber .Sonvcrgeni beffelben , *nit Micfciger 
' ©enautgfeit barfteUbaren SSert^ l^at^ ben man^ toie e^ in bem 
^ortgen Qt\^c^en ifl/ burtf^ e anjeigen fann. & ifl a(fo 

Siefe (Sleidi^ung toitb jebod^ burd^ bie oBi/jen ®^t&f^e • 
nur filr ^an\z poftttoe SBert^e oon h i^erec^tfertigt/ weil biefe 
®xi^z bie 21n^al^( ber niit einanber muUipficirten tlm angab^ 
alfo notj^iDenbtg eine .^an^e pofttive Z^^^ i|^* Vtm bie fK\6)t 
tigfeit ber ©(eic^ung fiir gebroc^ene unb negative SSBert^e ^m 
h ju fcemeifen/ fe^e man in ber ©leicf^ung 

(Rm)** = \Bmh 

roorin m eineflf jeben Sert(>e^ fa^ig ifl, 

m = ^ 

nnb (affe aud^ g eine ganje pofttioe 3^^^ f^pn, fo mirb 



alfo (Rg)»» = Rg 



unb wenn x = i Q^ngtnommn mtrb; 
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2)a abet g einc ganje pojintje 3«t^t anjeigt, fo t|l, win 
imit$ l^ewiefen wurbe ; 



(2 2_'= C6 
o * • 



2)a6er l&at man 

e^" =3= ® — T" 
or! 

gij gilt alfo bie obige ©Icic^ung 

^ ^ h' 

' e'^ = ® - , • 
or! 

axi^'f wenn man eincn pojieben SBviid; ftatt h fe^t, 

2)ie ®leid;un9 

gibt fiir n = — m 

, Rm • R— m = Rq 

Jlfletn, wie au5 bcr gorm bc^ burc(^ Rm lun-jcileatcn 7i«^- 
brudfc^ erJ^eUet, i(l 

. folQiii) R-m = -'- = R~- \ 

folgti^/ wenrt x =; i ifl/ 

; o r! . , lo r! J. 

3(1 abet m eine 6<ini^ p^ptitJe S^^^t ober dn jyojl^ber 
HJqj^A fb ^at man, me t>Un gefunben wurbe: -' . 

. o *• ■ . ^ 



ir^— 1 



y 



ai6 



L i,m Ao J 

■ w f (— ,)w— r ^ ,/^A, A, A, A„\^ 

. I i,r w ". ^^A^ Ao Ao Ao-^J 

1 \k> Ar Xfc+'^* \ = 1 ( Ao XM + 

?rS-4-''^<CA:'A:'A:-A7)J 

I 

3n bem befonbern S^ffe, wenn h = o attflenommen wirb^ 
b« \, n)enn ber Sogaritl^mui \)on 

r 
Ar X'* 

entwicEelt werben foff/ (i'gt fic|> bie Scflimmunij ber Scefficien^ 
ten ber <3>otenjen ber ^aupt^r&fje im ju'fu^^enbert 2lwlbru(fe 
*" aud) auf recurrirenbem SBe.ge vornel^men. 2)enn e^ feh 

1 I® Ar X'* I = @ Tr X'' = Z _ 

fp mu^ bie Oleidj^ung 

r 

• e^ = Ar x'^' 

bejte^en. ?0?an fe^e nun in 114 e |laU B, Ar flatt Qr, T, 
A (latt Ar; unb bie ginl^eit jlatt K, fo er^drt man 

w. 

@ w Tw Ar-w = r Ar , ober 



\.v 



w Tw Ar:^w + r Tr Ao = r Ar 



i,r— I 



,. m Ar ^ wAr-wTw 

alfoTr^^-- -® —^^ 



2a3 



man ill (7) = ^- (;i;) folalt* 



r. w z' ' w 






unb n^eun man Beiberfeit^ bur<j^ w tl^eift ; 



kl(:=\) 



r! 



» rl , r \r— ly 

S!j?an feSe nun w = o , fo Derf^^winbet 

^ / mii in alien ®(iebev,rt biefe^ ^fggvejjate^ w aW 

t r! 

factor t)orl^anben ijl, unb 

r («.i)r--i ^r 

baber pat man; z = ® 

3(ber we^en e« = 1 + u i(l 

z = l(i4-u) 

f r" — iV— > u» 

folijl'td^ I (i + n) = @ ^^ 

woburd; ft^^ biefelSm Stefurtate er^eben/ wetcje im 93erta«fe 
biefe^ Jtapitel^ abge(eitet morben itnb. 

2)ie oben jefunbene ©(ei^^'un^ 



r! •^^w! (r — w)! 



fu^rt unmittertar auf ben Birtomtf^en 8e^rfa| fur flanje |>Dfi» 
tive Sjrponeiiten. @U gtbt ndmU4^ : 



r! 



TiUtxn e« i(i 

r! _ r(r — i)(r — 2).«.[r — (w— i)] 



vl (r— w)! IV ! 



=&) 



r 



' m'^ z^ 



r! 



j^tngeflcn bietct fern polpnemifc^cn 8e^rfa^ bar, wenn man 

m'= Ao x^ + A, xH* + A, xH+«t + jc. fe|t; 

fcrner e"* einmal burc^bie an^efiJ^rte ©reid&ung, ba6 anber^ 
. g!)?a^ baburd^ entwicfelt, ba^ man e"* al^ ba^ ^Xobuct hex 
gactoren 

anfiel^t, beren Utei x>ov ber 5}?urtipIication in eine nac^ ben 
^otenjen ton z georbnete EKeil^e ju tjenuanbefn i(l^ unb enb* 
lid^ bi'e goefficicnten ber fl(eid;nomigen g^tjtenjen von z mit 
einanber vergleic^t. 

S!J?an fie^t ^ierau^, juma^ wenn man aud& n©dj> bad fo^ 
genbe.Sapitclberi3c!fi^tiat, barbie ^iBetrad^tung ber JKei^e 

I -J- m X -f- -1- — — -J- — * r — T- • . * • 

1.2 1.2.J 1.2.3.4 

^inreid&t, urn fidj^ ju ollen gunbamentalfafien be« |^6|^ern Sol* 
cnU ben S£8eg ^u ha^mn* 



sa5 

120* 

iebe ^otenj be^ 2(u6brucFe^ 

6 — r- 

in il^rer einfad^ften Scrm anjugeb^n. 
(S6 ifl nd'mlid^ 

© . — p. =x»» "^ — p' = x'' . e^ 



«(fo 






e»^* 






o r! 



= — 



r! 



€^ (d^t fid^f Umm^ bie 9td^e 



fel^v tetd^t umtel^ren. £)ie Umfel^rung^formel 84 qxU 



„ -(^) -j^) 



x» = @ ■■ , ^ A. y 

o n+st 

n)oBei 

A. 

ti«r ,bem B'id^r s entfpred^etibe ^ofpnomiat'Soeffutent ftir btc 



I 



226 



@ 



Ji+rl 



■*l 






ift 



V '» / (— 1)» (n+stV 
A, = — 



s! . h' 



imb ba^er 



XB«=:@b , . ' ^ J ^ 



/ 



. r 



^%J 



■ ZOLJMM 



?? ii n f t c 6 i^ a p I t e I 

HbUxtun^ eintg^t ^lei^ctt fur goniometri< 

fd;e ©ropcm 



121, 



^n bem torigen Sapitel i(l an^emein i 



B« =. — r 



jefunben worben/ wotci 

ben nativli^en So^aritl^mu^ von fi bebeutet* 

Ke^men wir B = e = ber Orunbja^I be^ nattJrdd^en 2o« 
garit()menft;flem^/ fo gel^t K in bie Sinl^ett i^bev/ unb e^ n^irb 

e« = © -7- 

2)iefc gotmel bietet/ fobalb z einen. imogtndrcn 2Bert9 

t)on ber .gorm x\/ — 1 erl^d'ft/ wobei x einc reelle (Sxi^e an» 
^eif^t, ^oc^fl merfiDiirbi.c^e 2lu6bvucfe bar/ beren ^Irefc^affen^eit 
nd^er i^u unterfud[?en mv un^ ^e.oenmdrtig t)orjie{)men. 

9Son j'e jwei aufeinanberfo(,(ienben 21'ertl^en be^ Sei^er^ t 
t(l einer (^erabe/ ber antere un()erabe. ?(Ue SBert^e ber erftern 
5(rt ge^en Ciu$ ber S^rm 2 r , alle SEert(;e ber re&tern livt aUt 
AUi ber germ 2 r+ 1 fiiv r = O/ i / 2 , 3 / 4 . . . . l^ervs** 



I 
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e> = -}- ® 



(2rj! o I2r+i)! 

S^ fep nun 2 = xy/ — i, fo ergibt ftd^ wegen 

unb (\/— !>'+' =^ (\/— 1)".\/— 1=(— i)' \/— t 

(2r)! ^v ^ C2r+i)! 

ober/ wenn man ber Surje n^c^en 

» (— iV X" • X* I X* X* . 

® .1 L — = 1 + — l-jc. 

• (2r)! 1.2 1.2.3.4 1.3.3.4.5.6 

burd^ Mx unb 
'(— iyx"+* x» - x5 x^ 

« (3r+i)! 1*2.3 1.2.3.4.5 1.3.3.4.5.6*7 

burd^ N>x onbeutct/ 

eW-» = Mx + N, v/— !• 

Sic ©rS^cn Mx unb Nx finb beibe reell. 6^ converfliren 
n(!mn4^ bie Sd^i^enf mohuvd) biefe ®r5^en au^^eb^ddt n)erben^ 
fiir ieben SBert^ \jon x/ weil bie Olieber berfcl&en, \>on hetti' 
jenigen angefanp.en/ in weld^ember Ie|te gactor be^ 9?eriner^/ 
j.». w/ bie3al^r x {Ibcrfleigt, Heiner finb, aW bicSHeber einer 

conDcrfiirenben gewnetrifc^en ^vogreffion, wclcj^e mit — an* 
fiSngt/ unb ben ed^tert a3rud^ 1 — . — jum Ouotienten 

(w4-i) ;,w4-2) 
5at (99); bie (Srogen Mx unb N, laffcn fid^ balE)cr mit belieBi- 
gev ©d^drfe nd'l^evuna^weife bered^nen^ unb l^aben for^tid^ reeffe 
SESertl^e* 

122, 

Sie ®feidS)unfl eW-« = m, + N, y/— i fil^rt )U ge-- 
f^jIojTenen liu^btMm fix bie (SriSpen M, unbN,, autf wel<f>en 
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f!(^foft(ei^/ mit S^&lfe tifiev UidfUn Wcc^nun^, Sigenfdj^aften 
Ux <)enanntcii (Svi^m ergebeit/ n^el^e bie 9?atur berfe(6en in 
ein ^eQere^ Sic^t fe|en. 

9Btrb ndmUdfy x ncj^attt) genommeii/ fo hUibt M^, ba ti 
Mo0 ^otenjeti \)OTt x mtt ^eraben Sjrponenten ent^dft^ unoer- 
d'nbertj Nx l^tn^i^den/ mortn ftcf) Mo^ ungevabe Sjrponenten 
jeigrn/ verwanbett (icf> in — N,, ba()er i(l 

e-xv-i s= Mx — Nx J/"— I 

olfo Mx = -I- 



N, 



2 



2\/ I 

6r^e6t man erflltcf^ beibe Tiu^bxMe jum duabraU/fo fin- 
bet man : 

" 4 



N« = 



jj ' 1 1 ' . ■' m 



- 4 
WDvau^ M* + N^ = 1 forgt, b. ^, bie ©umnie bev £lua* 

brate ber beiben (SrH^n Mx, N. ift/ fur jeben 
?SSert^ »on x, bef gin^eit gleic^. 
93ertaufc^^t man ferner x mit 7V fo ^at man 

My = 1 , / N« = ., 

forgtic^ 

Jr&X •JxLy *— ■ . ■■ Ill !■ Ill I 1 , 1 m. « 

. 4 

*• «, e(*+7)v^— >4-e— (*+y)V— » — e(*— 7)V--» — e— (^— r)V— « 

N» . Ny =— ! u „ 

— 4 . 

Ms • N/ :^ • 

4\/— 1 

Wx • My =5 ■ , , ' ■ ■■■ • 

4v/— > 



s3o 

' a N. Ny = M.«y — M,+y 

3 M« Ny = N,4-y N,— y 

2 N, My= N. y + N»-y i(l, 

wf>ierau^ erj^att man : 

M,4.y = M, My— Nx Ny 

Mx_y = M^ My + Nx Ny 

' Nx^.y = Nx My + M, Ny 
Nx-y = Ni My — Mx Ny 

M« = 1, No = o, 

mic fomo^( aui ben 9?ei^en, wcfdj^c wit burdj) Mx unb N, t)or« 
(^efledt (^abeii/ a(^ aucf^ aud ben fur biefe ©rS^en ^efunbenen 
l^efc^fojfenen liuSbvMen evfannt n)irb, toenn man bafe(6|lx=.o 

123* 

2)iefe giaenfdE^aftcn ber ©I'open Mx, N, {)aben eine auf* 
faffehbe li^^nlicfyhit mit jenen, welc^e in ben Sfementen 
ber Sri^onometrie fiir bie SinufTe unb dofinuiJe ber SJBinfel 
ober 523o(3en/ in ^i^ef^UQ auf ben ^aIbme(Ter i/ enviefen werben. 

S0 fep namlid^ X hie 3^^^/ weld^e ba^ SSer^dftni^ eine^ 
93infe(^ ob^r be$ mit tern JQalbme^ev i au» feinem ®c^eite( 
jin)ifi;en feinen ©c^enfeln befd^rieSenen Srei^bo^en^ jur ent< 
fprecj^enben Sin^eit atiQiht*), fo i(l befanntermapen; 

(cos X)» -f. (sinX)» = !♦ 



*) X)a fti) jwei ©inlPct mie bic au$ i^iren ©c^elfeln iimtWcn t^ 
ren @dE)enCeIn mic c^Uic^eri ^^^'^Ibmeffern bcfcfjriebenen 5vrei6bOs 
C(en )icd)cilUix , fo !dniun corcefponbtrenbe SBinFel ttnb 18o(^eu 
biicc6 einerlei ^a^Un 'oorc^t^cWt mecben. Diegj^eigt jeneii rBin« 
!el i;uc eiiir;e.it bet QBinPel maf^Ieit, beffert SScgen ber Cangen* 
©in&eit gleic^Fommt. 3j! alfo ber »J>al6mcjfcr, mit weWem bie 
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©tcHt ferncr Y ivQcnb einen anbern SBinfet ober Sogen 

cos (X 4" Y) = cos X cos Y — sin X sin Y 

cos (X — Y) = cos X cos Y + sin X sin Y 

sin (X + Y) = sin X cos Y + cos X sin Y 

sin (X — Y) = sin X cos Y — cos X sin Y 

'2i\id) ifl cos o == 1, sin o = o« 

SSergteid^t man bie ^icr an^cfu^rtenStcrationcn ber <|oitio* 
mctrifc^en &v6\;en imt, jenen, roelcf;e iwif4>cn ten ©vogen t)on 
ber gonn M,^ N^ bcjle^cn , fo (iel;t man fo^feic^, bafj le^terc 
©rogen ben Sojtnu^ unb ben Sinu^ etne^ t?on x ab()angcnben/ 
mit X jugleidf) t)erf4)winbenben/ unb nun nd^er ^u beflimmcnben 
fBogeno auebrurfen. 

3n ber S()at, ba bie ®mu^e unb fformufTe lifeer^aupt jebct 
jwifc^en 97ua unb bem R^eJE^f^nfl^n^^^lt^w^lTtf liegenben ©rSge, 
fomol^I im pojltipen aU au^ im negativcn Sinne, fd{)i^ finb, fo 
fann man uen ^wei reeUen ©r6|len, M,^ N,^ beven iiuabrate 
jufammenab^irt bie Sin^eit gcben/ bie eine al»j ben @inu^, bie 
anbcre aU tm Sofinu^ un^d^lu^er, mit bcm i;a(fcmefTer i be^ 
f4)riebener, ^^Bogen bctrad;ten/ beren Untcrfc|)iebe ^ielfad;e ber 
ganjcn g>erip^crie fmb. g^ fet? Qx einer biefer Q5ogen, we(d;er 
mit X in einem fotc^en Sufammenl^ange (le^e, bag fiir x == o 
auc^ Q, = o wirb ; ferner, fei) 

Mx = cos Q, , Ni =;: sin Q, 

fo i(l aud^, ivenn man y (latt x fc|)reibt; 

Mj = cos Oy^ Ny =2 sin Q^ 
folgtid^ Mx My = cos Q, cos Qy, ^^^J^j = sin Qx sin Q^ 
unb Mx- My — Nx Ny = cos Qx cos Qy ~ sin Q, sin Qy 



^oc^e.i beWrie6ctt roerben, bie Cangen » (Sin^jeit felt>(l , fo gilt 
berjenlgc SBinfcI fiir bie C^inl;eit bee SSlnPef, bcffeit 55cfleu bem 
^albmcffer jjUic^ ifl. 
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« 

2(ber e« tfl (122) M, M^ _ N, N^ = M,+y unb o6ifl« 
Tfnnal^me gemd'^/ wenn man %+ j ffatt x fd^reibt, 

Mx4.y = cos Qx+yj 

ferner cos Qx cos Qy — sin Q^sin Qy = cos (Qx + Qy ) 
forfltic^ cos Qx+y = cos (Qx + 9y ) 

C6fc^on im ^lagemeinen won ber ©teic^^eit ber Sofinuffe 
ber »o^en Q.+y unb Qx + Qy nic^t auf bie ©teid^^eU biefer 
IBoaen flefc^toffen werben tann, fo barf man bodj^ l^ier, ber 
oben erwdl^nten Unbcflimmtl^eit gcnanntev SBogcn iufolge, 

Qx+y = Qx + Qy 

fe|en , au^ weldj^er ©(eic^un^ bie 2(rt ber 2lb^angi9?eit ber 
©rS^e Qx von x bur^ fortjenbe 0c^tuffe erfannt wirb. 

Q.+y+. = Q,+y -f Q. == Q. + Qr + Q« 

u. f. to. 
unb afl^emein 

9.+y+.^:„+,c. = 9x + 9y + 9. -f 9- + «• 

e« fe9 nunx = y = z = u=K* unb bie ^nial^I biefer 
®r8^en = g, fo {)at man 

Q«x = g Qx 
eine ©(eidj^ung , in weld^er x jeben betiebigen SBertl^ erl^arten 
barf/ g aber notjiwenbig eine ganje pofttioe Bc^^i bebeutet. 

2)iefe ©feid^unfl bejlel^t aber auc^ fur flebroc^^ene unb nefla» 
tit)e SBert^e von g. 

9Ran fe|e ndfmltd^ f (latt x / fo er^i^t fid^ 

g 

9x = g9« 

ff 

unb Qx == i Qx. 

m 8 
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0e|t man ferner in ber ©leid^ung Qg* = g Q«/ f ft^ttgi 
unb 5 flatt X, fo wirb Qfx=fQx; balder trl^att man 

€« be(le^fc affp ol&i^e ©(eid^un^, roenn man ben po(itit)cn 

V5xu^ ^ Hatt g fe^t. 
S 
6^ fep enbtt(() in ber ©feidj^un^ 

Q«+y = Qx + Q, 

7 = — X, fo fof^t Qo = Q« tfr Q-x- 

2(&er Qo iff gUid^ JKutt/ well bie ongefill^rte ©teicj^ung fiir 

X = o, y = o 

ma^ mit bem bereitd oben ©efagtcn im (iintlanqe jlc^tj ba^cr 
|)at man 

Q_, = — Q,, unb 

Q-igx == — Qgx • 
libev i$ i|l/ g mas eine gani^e ober eine geSro^cne poft- 
tm Ba^i fepn, 

Qp = g Qx, forgfid^ 

9--gx = - g Qx, 

b* ^. bie ©teid^un^ Qgx = g Q» flitt auc^ fur negative SB?r* 
t^e oon g. 

93erBiinbet man mit ben l^ier angefteCften ^etrac^tungen 
ben getDo^ntidDen ®d[>Iu§ vom Sommenfurablen auf ba^ 3n* 
commenfurabfe/ fo fann man bie evto&^ntt ©(eid^ung auc^ fit 
incommenfurab(e SBert^e von g ^.ulaffen. 

S^ ifi a(fo iiberl^au^t fiir jebe^ x unb j: 
fo(§nd^, wenn man y = i annimmt: 
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2(6er Q^ ifteine oSOtg (eiiimmte/ a(fo ooit z nic^t ah' 

. Qx = ex 

fo(g(id^ Mx = cos cx/ unb N, = sin ex. 

124. 

Urn u6er bte iSebeutun^ ber oon x unabj^dn^i^en ®r5§e 
« ju entfcj^eibett/ muffen n)ir bte 9tet^en^ ivetc^e ivir ber ^liVi^e 
toec^cn burd^ M^ unb Nx angebeutet ^aUn (121), in 2rwa« 
fl«"fl jie^en. S^ ifl 

M. = © ^ /\,^ unb Nx == ® ' ^7 ; 

folglid^ l^aben wir 

' ( — iV x« . » C— O^ x''+» 

cos C X = @ ; ; Unb Sm C X = @ -; : — r; — 

(2r;! o (ar+i)! 

3ebe biefer ®reic^un(jen tjerJ^ilft un^ jur ^enntni^ be^ 
SBertl^e^ von c. SBir mollen unferev Unterfud^ung bie jiveite 
Oleid^ung jum ©runbe le^en. 

OffenSar xeii)t e^ ^iu/ c unter bev QJorauiJfc^uncj / bag 
X ma^ immer fur befonbere SBert^e er^alte^ ^u beflimmen; 
benn c ricf^tet fic^ gar nic^t nac^ ben SBert^en t)on x. 

97e^men mir an, x befomme btog fotc^e SBertl^e, fixvtvtU 
4?e ber sBogen ex Heiner luirb, a(^ ber mcrte Z^eil ber Srei^« 
pcripl^erie, fo ill, wie au6 einfa6)en gcometrifc^en '^etrac^tun^ 
gen er^eQet, b^r ®inu^ biefe^ ;l5o()en^ fleiner, ^in(jegen bie 
Sangente bedfelben grSjler, aU ber ibogen, fetbfl, nd'mUd^ 

sin c X > c X / 
. . . sin ex . sin ex ^ 

unb tg c X ober ober -, > ex. 

cos ex y/[i— (sincx)«J 

Cegtere 9Scrf|feic^un<? cjibt 

sin c X > c X v'' [1 — (sincx)"] 
b. [). (sincx)» > c*x* [1 — (sin cx)«] 
unb (sincx)« [i-J-c^x*] > c»x* 
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foLgtid^ sin c X > 



ex 



fietva^ten wix nun iweiunmittetbar auf einanberfof^enbc 
©lieber ber 3iei(;e 



i. IB. biejeni^en, wefd[^e ben 3«i.9«vn r — i unb r entfpred^en. 

(2r — 1)! . (ar-j-O- ' 

mt^e meflen (2r-|-i)! = (ar— i)! 2r(2r-|-i) auf bie ©eflalt 

( — j)^— »x"— » Z' X* N 

■ ' ■ ■ I * ' ■ I 

(2r— i)I V 2r(5r+i)y 

gebrac^t werben fann. 

Caffen wir nun untei* ben SBertl[)en Don x, fix «)c[d[)e c r 
ffeiner anifdlit, aU ber tjierte Sl^eit bcr ^rei^petipl^ene, nur 
jene JU/ filr itjctc^c iuijfeicf^ 

X* < 2r(2r-J-i) ober x< \/[2r(2r+i)] ijl, 
fe wirb ber llnterfc(?ieb 



x« 



ar(2r+i) 

pofitit), unb ee rid^tet jtdf) ba^er ba$ S^id^^n ber ©umme ber 
beiben obigen (Sfieber nadj> bem 3^icl>^n be^ Dorbern ©ftebe^. 

2)a r moc^fl/ je wetter wjir in ber erwd^nten 9?eil^e fort* 
fdi^reiten, ifo wirb bic 23cbin5ung x < \/[2r(2r+i)] fur aCfe 
folgenben ^aare il^rer ©litber erfiiUfc/ wenn fie fiJr ein oor^er* 
fle^enbe^ g)aar ®tatt jtnbet. , 

97e^riicn wir alfo'oon ircjenb einer Stetfe ber K^il&e 

(— iV x»''+» • 



r 



J. 83. t)i>n ber rten an^efauijen / aC(e ©fieber paarmeife jufam» 
men , unb fe|en ivir x < v/[2r(2r+ i)], fo ftimmt ta$ 3«- 
dS)en ber^@umme aUer biefer ©tieber mic jenem be^ rten ©tie* 
be^ ufeerein. 
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^ieratt^ erJ^eUet/ ha^ fo6afb x<\/2.3 ober x< J/^6 
an^enoiiimen mtrb/ a0e auf ba^ erfle ®(ieb ber Stei^e • 



(2r+i)! 

fpfgrnben (Slieber jufammenobbirt eine negative/ unb aUe auf 
ta^ ^meite ®(ieb f ofgenben etne pofittve Summe geben ; bag 
olfo ber SBetrag ber ganien SReij^e Heiner, a\$ ba^ erfle©Jiebr> 

x^ 

unb grSper a(^ bie ® umme ber 6etben erflen ©(ieber x ^ fe^tt 

6 

mtiffe* 

Sir Menfomit/ (ei bert)orau^gefe|ten iBefd^rantutij ber 
SEBert^e von x; 

x' 

8in c X < X unb sin c X > X -— — 

SSBte wir often bemevhen , iff 

c X > sin c X 

x^ 

unb ^ier jtnben wir sin ex >x — ^ j foffifid^ ijl urn fo meftr 

6 

X* ' x' 

ex >x— — ober e > i — — 

gerner ergabfid^ often : < sin ex 

\/(i-]-c» x^«) 

unb l^ier ijl sin ex < x; fofgrid^ i(l urn fo mel^r 
^^ <x obere< v/(i+c»x«) 



2(u§ biefen SSerglei^ung^n wirb nun erftci^ttid[^/ la^ c nur 
ber ginfteit gleid^ fepn fann. ^ 

2>enn wire c<i atfo c=i — Jtuoftei JeinevSttig fteftimm- 



x» 



te pofitioe @r6^e anjeigt, fo fatten »ir/ wegen e > i — — 

auc^> 

i_^N, i_ll; jjoi^ii^ *< — unb X > y/bl 
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S^ Unnte alfo x iii$t ffetner berben/ aW \/6^, wad ber JWa* 
tur iener x>ex&nhevix(^en ©rSge, beren 2I6nel^men roir o6en gar 
nidjit cingcfcf^vdlnft ^aben/ wiberjlreitet. 

SBd're j^inge^en c> i, atfo c=i + J, wobei^^in bem-- 
fetben ®inne ^enommen mirb, n)ie oBen, fo (ydtten wir, wegen 

for^acl^ X > L x/[(i+5)«— 1], 

c 

wai wieber ungereimt i(?. 

gd tann atfo c t^eber Weincr nod^ grg^er, aW bie gm{)eit, 
ongenommert werbert. TiUv c i(l dne reeffe ®ro^e, fofglid^ 
mu^ c = 1 fepm 

Sir gctangcn ba^er, burd^ bie i)ier angelleatc UnUrfu^ 
4>ung , ju f (xlgenben merfwiirbigen Stefultaten : 
di iff 

' ( — iV x»'+» e^v'—i-^-.e— »V— > 

o (sr+i)! 2\/ — 1 

' (— iV X" e*V— « + e— «V— » 

cos X = @ "^ — ' ' • • ' -' = ^ 

o (2r)! 2 

wnb e*V— » = cos x + y/ — i sin x, 
woBei bad 3«i«^^n t>er SSBurjelgrgge \/— i aud^ verdnbert wer- 
ben iann, wad eben fo t)iel bewirft, afd bie Jfenberung bed 3ei* 
6)^n$ \?on x^ 

12/5. 
2)iefe gormelti/ wcld^^e ben @inud unb Cofinud burd& ben 
23ogen barfleCfen , fc^en und in ben Stanb, qu(^ bie Sangente 
unb bie Sotangcnte burdE> ben entfpredS)enben a3o.gen audju* 
briicfen. 

ed !(t ndmli^ 

sin X ' r — 1 >• x"+» ' f-^iy X" 
tg X = =s @ ^ :- : @ — 

cos X o (ar+O* « (^'O- 

SBirb bie 25it?t|ton, nad^ ber gormetin 104 verrid^tct, fo 
ergibt fid[^ : 



236 

^terau^ erJ^eUet/ ta^ fobafb x<\/2,3 ober x< J/^6 
«njenoiiimen mirb/ aOe auf ba^ erfie ®(ieb ber Stei^e . 

' ( — iV x"+» 



(lir+i)! 

fptgrnbett (Stieber jufammcnobbirt eine ne^atioe/ unb alle auf 
ha6 imeite ®Iieb fotgenbeti eine pofitioe @umme 'ge6en ; bag 
olfo ber SBetras ber ganicn SKeij^e Reiner/ al^ ba^ erfle©(tebx> 

x* 

unb grSper al^bie ®ummeber6eibenerflen®(ieberx ^ fe^n 

6 

indfTe. 

Sir Menfomit/ (ei bert)orau^gefe|ten iBefd^rdntunj ber 
SEBert^e oon x; 

8in c X < X unb sin c X > X -— — 

SSBie wir oben bemerften , iff 

c X > sin c X 

X* 

unb ^ier jtnben wir sin c x > x — ^5 f ofgfidp ijl urn fo mebr 

6 

x' * x' 

cx>x— — ober c > 1 — — 

gerner ergabfid^ oben 1 < sin ex 

unb l^ier i(l sin ex < x; fofglid^ i(l um fo mel^r 
^^ <x obere< v/(i+c»x«) 



V/(i+c«x«) 

2(u§ biefen 9Ser(j(ei^ung^n wirb nun erftci^ttid[^/ la^ c nur 
ber gin^eit gleid^ fepn Hmu ^ 

2>enn wiSre c<i atfo c=i — Jwobei JeinepSttig beftimm- 



x» 



te pofitive @r6^e anjeiflt, fo fatten toix, wegen e > i — — 
i_^N, i_ll; fol^rid^" *< — unb X > \/bl 
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Sd Unnte alfo x ni^t ffetner berbeti/ aU \/6^, wad ber JWa^r 
tur jener t^erdnbertid^en ©rSf^e/ beren 211&nel^men mtr o&en jar 
ntdE^t eindef4)r(iln!t ^aben^ wiberftrettet. 

SBire l^ingegen c> i/ alfo = i + i", woiei Jin bem^ 
fe(6en ©inne ^enommen wirb/ wie oBen, fo l^d'tten wir/ wegen 

forgrit^ X > L v/[(i+5)«— 1], 

c 

wa6 wieber utigereimt {(!"• 

€d fann atfo c weber Weincv nod^ grSf^er, aW bie Sin{)eit/ 
angenommert werben. 2i6er c i(l eine rtelle ®r6ge/ folglid^ 
mug c = I fepm 

Sir gelangen ba^er, burd^ bie l^ier anaejleOtc Unterfu* 
djjung/ ju f(x(senben merfwiJrbiflen Stefultaten: 

Sd id 

sin X = 



= 1 i . = 






o 

r 
COS X = @ 

(2r) ! 2 



unb e*V— » = cos x + y/ — i sin x, 
woUi bad 3«i«^^« ^<J<^ SJBurjelflrSge \/— i audj) tjerinbert wer- 
ben tann, wad eben fo t)iel bewirft, aid bie Jfenberungbed B^u 
dbend pon x* 

125. ^ 

2)iefe gormelti, weld^^e ben @inud unb Cofinud buvd& ben 
93ogen barfleCfen, fcgen und in ben Stanb, aud^ bie Sangcnte 
unb bie Sotangente tuv^ ben entfpredj^enben S3o(0en audju* 
bnlcfen. 

ed 1(1 ndmrid^ 

sin X ' C — !>' x"+» r r— i)' X" 

tg X = = @ ^ — / - 5 @ 



cosx o (ar+i)! <, (^.r)! 

SBirb tie £)im|Ton,nac^ ber gormelin 104 y>evx\6)tctf fo 
er^ibt ftd[^ : 
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S^iexaui erJ^eUet/ ha^ fo6afb x<\/2,3 obex x< J/^6 
«njenorfimen mirb/ a0e attf ba^ evfie ®(ieb ber Stei^e ■ 

» ( — iV x"+i 

o (ar+i)! 
fptgrnbett ©fieber jufammenobbirt eine ne^atbe/ unb alle auf 
ta^ imeite ®(ieb folgenbeti etne pofitive Summe .ge6en ; bag 
alfo ber $6etrad bev ^an^en EKeij^e Heinev/ al^ ba^ evfle®(tebx> 

unb grSper a(^ bie ® umme ber 6etben erflen ©(ieber x ^ fe^n 

6 

miiffe* 

Sir Menfomit/ bei berporau^gefe|ten iBefd^rdntunj ber 
SEBert^e oon x; 

sin c X < X unb sin c x > x -— — 

SSBie wir often bemerften , i(l 

c X > sin c X 

x^ 

unb ^ier jtnben wir sin ex >x — ^5 fofgtid^ ijl urn fo me^r 



X* • x' 

ex >x— — ober c > i — — 

6 (> 

gerner ergabfid^ often : < sin ex 

\/(i-]-c» x^) 

unb l^ier ifl sin ex < x; fofgfid^ i(l urn fo mel^r 
^^ <x obere< v/(i+c«x») 



2(u$ biefen 93erg(et^ung^n n)irb nun erftci^t(id[^^ ba^ c nur 
ber ginfteit gleid^ fepn fann. ^ 

2>enn nxSre c<i atfo c=i — Jtuoftei 5einep6nigfteftimm« 

te pofttioe @r6^e anjeiflt/ fo ^dtten »ir/ wegen e > 1 — _ 

auc^> 

i«.^N, i_ll; folgtid^' *< — unb X > y/ei 
6 6 



a3<) 



1 



t + K-i- 

1— j/^— 1. 



sm X 



cos X 



sin X 



cos X 



= 1 f ' + K— '-tgx \ 



g^ fep tg X = z , fo fceftel^t, tvenrt man, bem gewo^nfi* 
d|)en ®c^veibgebrau4)e gcmo^, ben 5^ogen x, beffcn Sangente z 
ifl, burd[| Arc.tg z ani^eigt/ bie ©leid^uncj: 

Arcagz = _i_ 1 (l±lk2zl) 

58Birb ber gogarit^mu^ nadj^ 1 17 in cine 9tei^e untflefegt , 
fo erlS)d'(t man : 

1 ' (zJ/^—lVr+t 

Arc.tgz = ---— • 2 @ — -— ^ 

wel^^er Jfu^bvucf, roegen (^_i)»'+« = (— 1)' J/^— 1 in 



Arc.tgz = @ ■*■ 
6^ ill bemnad^ 



2 r-|- 1 



fitergel^t. 



Arc.tgz ==z— _ +^ — ^ +^ — ^^« 

357 9 

127. 

Stent man ben 2\i\u^ etne^ a3ogen^/ beffen San^ente « 
i(t, burd^ u t)or, fo iff ber Sofinu^ beefetSen SBoigen^ 



= [/^(i_u«), forgtidS) z = 



u 



K(»— "') 



unb 



Arc . sin u =: Arc . tg z = Arc.tg 



u 



|/-(i-uO 



man : 



Sntmidfelt man Arc. ig ^ nad^ 126/ fo ixi)iU 



Arc. sin u =@ . ^,- I -— ) 

2)er 6inomifd[;e gel^vfa^ gibt: 



tT-\-S 
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tr-j-i 
— — I = U"+» (i— uO 

ballet ifl 

Arc, sin u = @ f^^^^ ® '(— 1)^ f""^) u»(r+w)+«l 

g^ (ep r-J- w = v/ fo l^at man, wenn man ftatfc be^ 3«' 
flcrd w ben 3«ifl«^ ▼ einfui)rt: 

Arc. sin u = @ I (~0^ ^*^"^* ® — T" ^ "»" )l 

=(-,)■- (3) . 

\ ylrJ T+12 Vylr/ 

wie man leidf^t (tel^t, wenn man flatt ber ©pmbofe bic burd[^ 
biefetben angebcuteten 5Bincmia( Soefficienten felbjl fe^t/ 

2r+l \ T-r>' 2V+1 ^v— r-' 

«nb ipcgen ( — 1)— ' = ( — 1)' 

® -r-( — ^) = ^— r-®(-0'(^ 

.,v 2r+l V v~r y 2V+1 o,y ^ r^t^ 

(Subflitutrt man biefe^ 9tefuttat in ben Ie|ten ?(udbvucE 
filr Arc. sin u, fo jinbet man enbti^: 

Arc . sin u = @ — - — f "T* ) u«^+» 
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e^ i(l nd'mlid^: ' 

Arcsinu = u+ u^ +. — !_, "5+ ' ' u^ 

3,3 2.4.5 2.4.6.7 

+ 1.0.5.7 tt I 
2.4.68.9 * 

128, 

@e|t man in ber Oteid^tjna 

gxV— I 2-. QQs X + ^ — 1 bin X 

nx flatt X, wobei n tt>a^ immer fiir eine Sal^l anjeigi:/ fo 
l^ot man 

gnrV—i -_ cos nx + \/ — 1 sinnx 

Tiber e^ ift e^W-» = (eW-»)" for^Iid^ : 
* (cos X -(- y/ — 1 sin x)** = cos n x + \/ — 1 sin nx. 

Siefe merftviivbi^e ®Uid)unQ tann man bie .^oniome^ 

trifd^e ^inomiatformer nennen. @ie nitt, wie man 

» 

fiel^t, fiiv jebcn SBertl^ beiJSjrponenten n, unb bient Dor^i'iqlid^ 
bajU/ sin nx unb cos nx buvi) sin x unb cos x au^jiibrucfen* 

S^e mv ju ben biefem 3^v^cf^ ^uflvebenben DicdE)n«"5cn 
fortfd^reiten^ muiTen wir auf t)ie^orrid;t aufmerffam mac^^en, 
metc^e bcr ©ebvaud^ einer ^otcnj^r wie 

(cos X -]- (/^ — 1 sin x)"* 
roenn n jebe Bai^I vcrflcHt / im dalcut erl^cifd^t. 

Siefe ^oteni ift wdmlid), fobalb n !einen ganjcu/ pofi* 
tiven ober negatitjen SBevt^ annimmt/ vielbeutig. 

2)ie (Sleid^un^ 
(cos X + [/^ — I sin x)** zz cos n x + [/^-^ 1 sin n x 
ie^el)tf n>ie auiJ il^rem Urfprunge eir;enet, fi'ir jeben ?SBertl^ 
be^ 9?o.5en5 x, fol^lidj) aud^/ wenn man (tatt x.cinun anbern 
JBogen fc^t/ ivetd&er von bem crflevn im pofttieen ober nec^a^ 
titjen @inne urn cin 93ictfacf;e^ ber ^anjcn ^rei^perip^eric t)erfd;ie» 
ben i|1t- *2(Scr tann fallen fomor;(> bie (Sinuffe, af^ auc^ bie 
Gojtnuffe beibeV Q5ogen jufi^inmen; fot^Iid; l^at man/ tuenn -w 
bie Jji'Ifte ter ^rei^perip^erie fur ben ipalbmeffer 1 ^ ober wai 
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baffetbe ifl/ ben Ouotienten jeber burd^ ben ^u^ej^origen 2)urc^' 
meffer 4^et^(t(ten ^rei^peripl^ene an^ei^t/ unb r eine ganje p9« 
fitire ober negative S^^l oorfleUt, bie Oleicjiung 

(cos X + v/ — 1 sin x)'» = 

= cos n (2 r je -f- ^) "I" J^ "" * sin n (2 r tt -f- x), 

TlUx bie2Bert^e von cos n(2r'f' +x)/ sin n (2ror-f ^) 
finb/ wenn rtjerd'nberlic^ Qeba(i)t wivb, unb n feine gan^e Bc^^i 
iff, ebcnfafl^ vcvdnberlic^; C3 i(l alfo^ n?enn n feine fiance S^^f 
iebeutet/ (cos x + J/^ — i sin x)" uielbeutig, 

2)a wir un(> ^ier ni^t nut ber liufi\id)un^ ber 3)?itter 6e* 
f4)(5ftiscn iDoflen , buv8^ welc^e bie SDci^^riffe befcitiget roerben 
Mnnert/ bie man im (iakui ju bege^en ®efa()r rduf't, menu 
man bie evn^d^nte Unbeflimmt^ett be^ 3lu6bvucfe^ 

(cos X + l/^T- 1 sin x)^ 

weld^e berfclbe mit alien ^otenjen, beren ffjrponenten feine 
flanjen 3a(?Ien jinb, .^emein l^at, auper 2(d;t Idgt; fo erffdren 
wirau^brurfli^, ba|5 im golgenben bcrSrponent ober 9!)?ultip[i* 
cator n blof^ eine ganje pofUtoe ober ne^atit^e 3<i(>I bebeuten foGf. 

12(). 

2)em binomifd^en CcJ^rfa^e iufot^e ifl: 

(cos X -}- y^ — I sinx)** = @ r Jcosx*»— '(j/*^^!)' sin x' 

for^Iid^, wenn man h^QUii) bie ©lieber, wetdf)e ben .(^eraben 
Sei^errocrt^en entfprec(?en/ ron jencn, wcfc^^e Un ungeraben 
Sei^erwert^en ge{)6ren/ abfonbert; 

cos n X 4" l/^ — 1 sin n X =. ® (~ 1)' ( o^ ) ^^^ x"— *^ sm x*"^ 

-J-j/^— I ^ (—1)' ( ,, ,^ ) cosx"-("4-0sinx"+» 

Tfenbert man ba<J 3«id^en t)Oiv v' — »/ f^ erj^dft man eine 
tieue ®Uici)img, welcj^e ju ber erflern abbirt, unb ^on berfel- 
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I 

ben fUbtvdl^irt, nod^ SB^gfci^affuitg ber gemeihfdS)aftIidS)cn %ac' 
toven 2 iinb 2 \/— i ^ 

cos n X = ® ( — 1)' {^rj ^®* X"—" sin x"" 

Mhb sinnx= @ (-^0' ( 2r+i 7^^*-^*^^"*^'^*^'*^""^' 

QxiL Siefer S^ritt i(le^^ wcld^er wegen bev 53ie(beutigfeit 6er 
^oteni^^n jumSrrt^umeverteitet, wenn n fcinen ^onjen SBertl^ 
l^at. 3ft n eine Qan^e pofitioe 3<i^I/ fo fu^ren obi^egormetn i^u 
gefdS)Iofl'eneii 3fu^briicfen ftSr ben ®inud unb Sofinud be^ ^ieU 
fa6)in eine^ SGBinfeW bur^ ben ©inii^ unb gofiriu^ be^ einfa* 
i)tn; ift ii rie^atii?/ fo bieten fi^ Mo^ unehbli^e SReil^eh tar. - 
giir n = 2, 3,4/5/6. •. finbet man : 

i;os2t = cos±* — sinx' 

Cos 3 X = cos x^ -— 3 cos x sin x^ 

cos 4x = cosx^ — 6 cosx' sinx* + sink** 

cos5x = cosx5 — locosx^ sinx* + 5cosx iin x'^ 

C08 6x =: cosx* — i5cosx^sinx* + i5cosx' sin x^- sin x* 

u. f, w. 
sin 2 X = 2 sin ^ cos x 

sin 3 X = 3 cos x* sin x — sin x^ 

iin4^ = 4cosx^ sinx — 4 cos x sin x* 

sin 5 X = 5cosx^ sinx— 10 cosx^sinx' + sinx' 

6in6'X = 6cosx5 sinx — 20 cos x^ sin x* + 6c0sxsinx5 

i3o« f 

Sa jebod^ ber @inu^ j'ebe^ 83ogen^ burd^ ben Sopnu*/ 
iinb umgefej^rt/ tet Sofinu^ butdj^ ben ©inu^ gegeben i(l, fo 
bringt \\i!^ bie govberung auf, sin n x fowol^l burc^ cos x 
aUein/ al^ audj) bur^ sin x aUern/ barjuflenem 
Siefer Btoed with erreid;t> wenn man 
cos nx + |/^ — 1 •sin nx= (cosx-j-^^— » sinx)» 

iid^fy gefc^e^eijer ®ubflitution 
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sinx = ^/^(i — cosx') cter cosx = J/^(i — sinx«) 

wittetjl fce^ tinemi^cten ?c(?rfate5 entwicfelt, unb na(|^ potent 
jen oon cos x cter rcn sin x orbnct. 

2Bir a'cHen (^ecjenroarti^ ten ?{u3fcrucf 
cosnx-f- J/^ — 1 sin nx = [cosx-|-|/^(cosx- — i)]" 
in eine nac^ ten ^oten^en von cos x fortfc^rettejite 9{ei^e ver* 
n^antefn. 

£er bincmif4)e $!e^rfa& gitt: 

[C08X+[/"(C0SX* 1)]" r= S (" j COS X"""' (cOS X* — !)• 

Um jeto$ ber germ te^ fKefuItate^ eine fur tie %o\Qt 
n&t^i.^e 2iUc^emcini)cit ;,u ertfeilcn, nteUen nnr ten i^meiten 
%\)ci{ tiefcr (Slcid;un(5 niit einer unleilimmtcn^otenj terGrSgc 
(/^ — i.sinx = J/^(cosx* — O multipficiren, unb jucjleic^ 
olle ©lieber teiTelben turcf) eben ticfc^cteni^ t^eilen. SBir ^abeh 
atfo/ wenn f len (ixyonenteii ttefer ^otenj aiijeigt: 
[cosx + J/^(cosx' — 1)]*^ =^ 

= ({/^ — 1 sinx)*^ (Z ( ] cos X"— '(cosx* — i) • 

Tiber ndci^ tern binomifc^en Ce^ifafee i(l 

(cosx* — i) « = v5 ( — i)^f "7" j cosx \ » / 

= ( O'^C"^) COS Xt— f— .w 

o ^ w ^ 

balder 

cos n X + y/ — ^ sin n X == 

s=(\/— isinx)*" S|(ry cosx"— ^@(— i)^f » ]eosx'-^-«wl 



cos x° — f-^»v 



o o " "^ w 



= (v/— 1 sin xy © (— i)wcosx»-^-«^ @ C^y C ' )\ 
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ouf etnen einfadS^en 2(u^bruc8 ju rebuciren. S^ werbe be» Surjc 

n 

SBir errcic|)en unfern 3^^^«S/ iw^"» ^^ «»^^ ^^ttn^t, fiic 

n 

Sw «ne SKecurfion^formcf aus^^umittcrrt/ unb ircjcrib einen fpe- 

n n 

cieUen SBevtl^ oon Sw# attenfaff^ ben SCBcrt^ von Sg, unmittet» 
bar onju^cben. 

6^ ift, n)ie man fogteid^ fiel^t, wenn man flatt ber Spm^ 
Bole bie baburc^ oor<)e(IetItcn ,3^^J^n fe^t: 

(»-H") = "^ Cr) ,_ ; 

unb [r— f— 2(w— i)] Tt'J = 2 w Ct^ 
totatid^, wenn man bie er(!cre ©leid^ung mit Tt" J/ bie te|* 
tere mit (^j muUipIicirt, unb beibe Stefultate abbirti 

=n®(V)C3;)+-wC)(y) 

S^iev&ui tr^dh matt nad(> 57, 2) 

Q„_ (2 w+f-2)] (;) (~) = 

O W' 1^ 

o ^ ^ ^w — \^ o ^ ^ ^ w '^ 

?lber bei- ^zwa^iten ^ejeid&nun^ gemd^ i(l: 
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4 (0 Cz) = ^"- 

V r y V ' / = Sw— ij 



r 

@ 

V 1' y V 

»» a — I n 



ba^er [ii~(3 w-j- f— a)] S„_. = nS„_, ^-awS^ 

,. " n (2w-t-f— 2) ■• n n— • 

olfo S. = J .' s„_. _ — S,_. 

aw 2 w 



n 



Da nun ber 2Bcrt(> oon S^ we^'n 

^- ^ ? C) Ct) - ® G) =^ «' c<)0 

Befanntiff, fo wirb man burd^ bie jufelt erj^aftene (Sreid^ung 

in ben ©tanb gcfegt, nac|> unb nad^ s",, S,; S, ... u.f.f ju 

bejlimmen, fclflfi't) ^^4^ 

^osnx-+:^ — 1 sinnx= (cpsx + y/ — i sin-x)»j=== 

= (\/— 1 sin x)^ ^ (—1)^ Sw cos x"-f-*w 
auf ben einfad^(!en 2(u^brucf ju bringen. 

i3i. 
SGSir motten ^ier nur bie teiben Ja'ae f = o unb f = x 

in a5etra^tun9.^te^en, in merdf^en S,, S^, S, . . . ein etn-- 
fac(>e^ seitbuna^gefeg befolgen. 

giir f = o 6e(lel^t bie ©fei^mng 

^ — " — 2(w— 1) ;j n n— » 

n 

@ie gtbt/ wegen S^ = a" 

in n 

5 J = — • 2« — ^ 2"—* = n 2"— « ^ fernev 

2 . 2 2.2 * 3 2 ^ ^ 
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F 

= 1 3«-4(2n— 4 — n+1) = " ^"~^^ a«-t 
* n — 4 ** ^ *""* 

^"~^^ n (n— 3) ^^_g _ n (n~i)(n— 4) .^„,^ 
3 ' a * 3* 2 

2.3 2,3 

£)iefe StefuUate laffen ftd^ auc|> fo au^briicEcn : 

**» - n— 3\^ 3 P 

Z)a^ ^emeinfd^aftTtdpe SSifbungggefeg berfel^en fdiQt Teid^t 
in bte 2(ugen. 2)a^ e8 ou^ fiir bie fofgenben ^ro.gen 

^ n n D 

forttcftel^en ttjerbe, ijl ^inreid^enb 6e3rtlnb0t/ wenn gejei^t 

V n n 

tt>irb/ ba^ Sw biefe^ ©efeg befofgen mu^, fotatb Sw-j an ba^* 
g^ fep n(ilmlicl& 

n — (w — i) \ ^ * / 

fo ill 

S _ n— 2(w— i) « n «-■» 

o*^ — bw— I — ^ — c>w-.i 

2 W 2W 

^ n— 2(w-i) n ^ n— (w~i)\^,_(,^_,^ 

-!i.!LzL f^-^) a— 

w n — w ^w 1/ 
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•w 

n 

fofflric^ evflrecffc (id^ ba^ erw(l()nte (SefelJ audS? u6ci S^ 
9}?an f;at bemnad^ 
i)cosnX"j-y/ — isinnx=: 

^ n /n — w \ 

= @ (— 1>^ . I w J (2 COS X>-'w 

o n — w \ "^ y 

pbet/ tt)^nn man bo^ Summcnjeid^eii we^Uf^t: 
cosnx-f-*!/' — isinnx = 

rr: (2 COS x)^ — n (9 COS X)"—* + [ J (2 COS x)"— 4 

3 ■ 

— —^ ^^^ 1 (fi cos x)"— 6 

2.3 

, nTn— 5)(n — 6)(n— 7)^ v„ « 

+ ~ Li i-^ Ll (2 cos x)"— 8 — i^ 

3.3*4 

gtit f = 1 ergibt fid; bie OfeidE^un^ : 
■ _ n — Ci*.w — 1) 2 ^ °"^* ' 

Oty — . Ow 1 — — — O^y 1 

2 W 2 W 

n 

2(u^ bcrfctben fofgt wegert S^ = 2« 



n 



/ 



Sj = (n — 1)2°— » — n2"— » = (n — 2) 2°— « 
m n — 3 "^ n «— « n — 3 n 

• 2.2 ' 3.3 ' 2 ^ 0^^ 



ii-3 

2° 



(n— 3)(n— 4) 



" ' n — '5 ^ ^ " 

S3 — — r^ S, — — S3 
2.0 2 .vi 

= "~^ , (71—3) (n— 4) ^„_5 _ n^ (n--4)(n— 5 )^^_5 _ 
3*2 "33 
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Cn— 4)(n- 5) ^._6 r^^_(^_„-, 

2.3 

^ (n — 4) (n- 5) (11—6) ^^_^ 

2.3 

» /n — 1\ 

So = ( o j «- 



n — « 



2B— 



n 



ober 

s. = ("7') 

di fei) nun bem l^ier bemerBbaren 58ilbung^flefeSegcmdfj : 
fo i(t 

n — w 



(n — w— 1\ / ^ n /'n — w — 1\ 
W-rl ^ - V W— I y- 



1 /n — w — tN 



n — 2w /'n — w — 



(°-rr')»-'=C~^r'0'- 



-tw 



W 

TOerd;er 2lM0bnidf bcmfelben @efege entfprid^t. 

a 

6^ ^ilt alfo bicfe^ @efe| aa(3cmein, unb balder l^at man : 
2) cosnx + \/ — 1 sinnx = 

= \/ — 1 sin X ©(— i)^l w ) 2»^— »wcosx"— ('^+»> 

cber, wenn man t^ci^ ©Mmmenjeid^en tucglojat: 
cosnx-f-v/ — isinnx=\/— i.sinx j 2° cosx"~» 

— (n— 2)2«— cosx°~3^ (^"-"-^)("— ^> ^.n-4rnftvp~5 



2 



(n— 4)(n— 5)(n— 60 ■ , 

2.3 



"— 7 + 2C. •.. j 
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Tie (rntwirfelurifl be^ 95inom$ 
c&s D X — y/ — I . sin n X = (cos x— \/— i , sin x)« 
in einc 3Jei^e fann auf iene be^ 2(u^brucfe^ 

cos nx +(/"—! . sinn x 
iurfirfflefu^rt werben. g^ i(l ndmfi^ 
(cos x +>/— 1 sin x) (cos x — )/_ i . gin x) = 

= cos x' + sin x* = 1 
foldli^ cos X — v'— 1 • sin X = (cos x + y/— i sin x)-« 
unb (cosx — y^_i sinx> =(cosx+\/— isinx)-- . 

di Qibt tttfo bie fur (cos x + \/_ i . ^inx)- gefunbene 
Sfei^e fogreicl^ bie fur (cos x — \/— i sinx)" geftenbe, menn 
man in ber erflern — n ftatt n fe^L 3u berfefbcn gol^erung 
gerangt man auc^ burd^ bie SSemerfung, bajj nac^ ben 6efann« 
ten i^^ven ber ©oniometrie 

cos — nx=cosnx, unb sin — nx = — sinnx i(l, 
forgfidf^ cos nx + v/— i sin nx, wenn man n mit — n Der* 
taufc^t / in cos n X — v/ — i * sin n x iiberae^L 

^ieburdE) erl^dfrt man o^xt i) 
cosi^x — \/ — 1 sin nx =? 

^ @ (-l>-^/^-«-w\(^2C0Sx)-«-.w 

o ' n+wV ^ ) 

(i$ i|l a6er nad^BQ C~"7"^) = (— 0^C''"'"^^"~*') 

fotstid^ 

3)cosnx-r-v'-,-isin nx= 



= @ rz- ('"+=^-' ^ ('2 cosx)--" 



s5i 

ndmlid^ cpsnx — s/ — i\sinn:i5 = 

= (2 cos x)--« + n (2 cos X)— »*— « + ° "* ? (2 COS x)— »-^ 

2 
2.3 

_j^ n(n+5)(n+6)(n-f7) (. ^^, .),n-^ 1^ ,, 
,2.3*4 
!Mu^ 2) ober ergibt fi4> 
cpsnx — ^ — 1 smnx = 

\/—l Sinx S (— l)w/— »-(w+0^2-n-2^Tco8X~«»-(«^+») 

obermegen^ ^ ^ ^ J = (— i)w \^ ^ J^ 
4) cos n X — [/^ — 1 sin n x == 

=;= yJ 1 .sinx @ ( ^""^^^ 3^°-r«W/;os— n— (-iw+i^ 

o V w y 

ndmttcl^: 

cos n X — \/ — "1 . sin n X = \/ — i sin x ( 2—** coS x— ''»~' 

. + (n+2)2-»~» cos x-°-3 + ("+3)("+4) jj_„_4 ^Qg x-»~« 

2 

+ (n+4)rn+5)Cn+6) ,_^,„,,_„_, + «...) 

2.3 / 

i33. 

SBotlteman bie Umflaftung von cosnx-r-\/— i sinn^^ 
in eine nac^ ^otenjen won cos x geotrbncte Stei^e auf bem in 
i3o ein^efciS)Ia.9enen SBe^e \>orne^men ^ fo roilrbe ba^ SRefuTtat 
btefev 9te^nun() t>on bem borttgen nur barin ^hmi)^n, ba( 

?}($l^me man nun 

® (—0' O (V) == Sw an , 
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n — I 



fo fdrtbe man jtoifd^en S^f S^— i, Sw->i f\enau biefe(6e (9UU 
d^ung/ me in i3o* 
2(6er f)iex wive 

So = ® (-t)' (;) (y) = ? (-*)' (r) =^5(<)2) 

folglid; ergd'be fid^ 

n n n 

8, = Of S, = 0/ S3 = o ♦ ♦ • ic^ 

fo, taji man auf bicfe Tivt ju feincm ann^l^mbaren SRifultate ge* 
fu^rt wiirbe. 

Ser ©runb biefer 2fncmarie (iegt in ber Sorni/ merd^e 
man f)ier ber JRei^e fiir 

cos n X — [/^ — 1 sin n x a» (cos x — \/ — i sin x)" 
aufbrin^t/ unb tie ber 'Slatuv biefer ©rSfje nid^t an^emeffen 
t(l» (f6 Idf,tfic^ ndmlid; (cosx — [/^-~ i.sinx)" nur na6) fol* 
d[)en fatlenben ^otenjen ron cosx oudbrurfen, beren (fjrponen* 
ten negatitje 3»ii^^^tt f''"^/ »^i^ »wa» t^i4)t fi^^t/ wenn man 
(ratt \/ — i.sin X ben gfeic^geltenben iluebrud 

z 
^/^(COSV'— 'l) =(C08 X'— 1)*=. 



= (—0'" (0 COSX '(i"^) 
= COS X + ( 1)^ (7) 



COS x*— '^ 

fe^t , woburd^ man 

(cosx— v/—i sin x)** = l®( — 0''"~*('» J cosx~<«^— I 

ftnbet; ecne^otenj, bie fidf), ber polpnomifc|^cn gormer jufor^e, 
nur nac^ ^otenjen ber ^auptgroge mit ne^afcitJen Sjrponenten 
enttvidein la{iU 

i34- 

Tibtixt man nun bie ©feid^ungen 1) unb 3)/ unb bivibirt 
man bie (Eumme burc^ 2/ fo ftnbet man: 



COS 



a53 
o n — w V w / 

+ ® — I w V n-n-aw—i COS X-^*— «^* 

<Zuitxa^ivt man I5)in5egen tie (Srcid^ung 4) won ber ©rci-- 
^ung 2), fo ev^&lt man, nod^ ^eQ\6)a\funq M flemcinfd;aft-- 
Iic|?en gacjtor^ s y/ — i/ 

sm n X = sm x J e(— 1)^^ \^ ^^ ' ^J('j. cos x>-^w+i) 

V W J (2 cos x)-n~(2W+i) I 

SQ?Qn fi'el^t, bafa l^ier Dermieben wovben ifl, sin n x <iU$ 
ben ©leidnmgcn i) unb 3), ober^os n x au^ 2) unb 14) abi^u- 
leiten, weir fonfl bat EHefuItat, u^e(3en ber 2rnwefen(;dt be^ 
gactor^ \/—i , eine imo^indie ©eflalt ev^arten (idrte. 

2)ic fiir cos nx unb sinnx ()efiinbehen 2(u0briicfe geften, 
n magiuai^ immer fur eine gan.^e Sal;! fepn , unb \)aUx\ \m lilU 
gemeinen V\^ gorm unenblic^er EKei^en. 3f| j'ebod; n eine cjan^e 
pofitbe3af)f, fo Unn man biefelben auf be^ren^te Jluebrucfe 
iufammeniiel^en. 

3n bem Jiuebrucfe fur cos n x rdgt fid^ ber Coefficient 

^ n — w V w / 

aud^ auf bie gorm 

hingen, njorau^ er()eact; ba§ er, luenn n einen ganjen poft-- 

ttt?en SBert^ ^at, fobafb w — 1 > n — w— i , oter w > - 

a 

flewt)rben ifl, t)erfd;winbet, unb in biefem 3u(!anbe fcel^arret, 
bi^ n — w — 1 anfdn.(}t necjatip ^w werben , \^ai {)eif5t 
bi^ w > n — I m\\i. 2)ie Diei^e b^r le^jterer a3ebingun<) ent* 
fpred;enben SBert^e von w ge^t au$ n + y fiir v = o, 1, 2, 3 , . . 
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^erDor. ee|t man ba^er w = n + t, fo r>er»anbeU fi^ er* 

tod^ntet Soeffictent in 

£^ ftnb atfo aUc ©Iteber be^ TlggxeQaUS 
beren Seiner bie 3a^r n— i iiberfleujert, jufammengcnommen 

j: n /n+2V — 1\ 

^=: — ® ( V J i-n— •▼—1 cos X— «*— '^ 

o n+v V ▼ / 

iinb tilgen fcmtt btt« Jt^sregat 

^ n /'n+2w— ^1 \ 

@ V w J 3— n— »w— 1 COS X— n— »w 

b. ^>^ fdbalb n einen aanjen vofittven SBertl^ er^iU/ i(t 

nx=@(— i)^ ( w ) 2°-«^-» cos x"--»^ 

n — w V ^ y 



&(^ir — ^ I ^ j 5i»— ^» cosx"-'^ 



COS 



n 



Derfelbe Umflanb tritt fur ein .(jan^e^ poftti\JC5 n bei beiri 
2(u^brucfc sin n x ein. SKan finbet bur^^ oi^nlic^e '^cl^tuffe : 

sinnx = sin x @ (— i)^ (" w y (^ cosx)"-(»^+») 



n — 1 



cos 3 X = 2 cos X ' -^ — i 
cosSx = 4cosx3 — 3cosx 
cos4x = 8cosx* — 8cosx* 4*^ i 
cosSx = i6cosx5 — 20 cos X* +5 cos x: 
COS 6.^ = 3^cosx^ — 4Bcosx*+486osx'-^* 

tr, f. w. 
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sin 2 X = 2 sin x cos x 

sin 3 X = sin x (4 cos x* "^ ') 

sin 4 X = sin x (8 cos x ' — 4 COS x) 

sinSx = sinx(i6 cos x* — i3 cpsx^ 4" *) 

sin 6 X == sin X (32 cosx^ — ?2 cosx* +6 cosx) 

iDobet man nodj)/ um biefe @inu|Te (fo^ burdj) bur^ cod x bat' 
iuflellen, v'(i —cosx*) flatt sin x ju fd[>reiben l&at 

i35. 

SlWan fommt jii ben in i34 er^altenen StefuUatcn ni4)t# 
tt)ie man aU^nfaUi txwaxten burfte^ menu man in Un %qv» 
mein 129 ♦ 

cosnx = ( — 0' ( 2ry cosx"—" sin x" 

= ( — 0' C 3r+i ) cosx'— (''+0 srnx"+' 

t= sin X @ ( — 1)' C 2r4-i y cosx»~("+0 sinx" 

1 — cosx* ftatt sin X* fubflituirt* 
SiWan fyat namticfi, ba l^ier r eine ganje poftti\>e ^ct^l vor« 
fieUt : 

sinx"=±=(i — cosx*)' = k> (— 0^(^} cosx*'^ . 
= ©[(—1)' (Jr) cosx"-" @(— O-^^Jcosx'"! 

nx^sinx^ @(--i)'+w (ar+iXw) ^^^ x— '('-'-)— 



sinnx 



cosnx: 



Sin 

o o.r 



e^ fet> r — w = v,"fo ijl Y^ weiJ w nie grSger merben 
fann aW r, nur flanjer pofitiojr JSSert^e/ o mit eingered^ne I; / 



COS 



unb 



fd^iQ ; mon ftnbet b«mno# bur(^ ginffl^rung M neuen 3ei' 
gcr« V, megen w = r - t unb (— i )'+* = (— • )""' — (— 0^ 
mit 9iarf|t*t auf ben ^ier mSglut'en Umfang ber SSert^e vonr: 

, sinnx = sinx k [(—0" cos xo-C"^-)® (2 r+i A'^— vj 
,<nun ift (n— 21) (2") =^ Car J 
[r-(T-x)] (,_(;_,)) = ^(r I v) 

folglic^, tt)«nn mon bie crile ®rei4)Ui14 »«it (r^(v_i)}' *•'* 
jroeite mit 2 (," ) multipritivt, unb beibe @feid;un3ert ab-- 
birt: ^ 

= » (V) G-(v-.)) + - G") Civ) 

Jpteraul evgibt ftc() noc^ 5'j, 2) 
[n— 3(y— i)]<S (y (r— (V— 0/ ^ 

V 1 

= n ^ (""') (r>-(v-.)) +'' \?. (2V G-v) 

gKan fege @ (sj (r-v) = Sy 

[0 i(l ® Cr) (r-Cv-o) ^ ^— 

^ ("ar J (i— (T— •)/ == ^''— 
ferner i(l @ QQ (r-rj "" 

=l(;-.))(-.)+K»)(-)=^- 



a6^ 



fcal^et [n — a(fr — i)] Sv— » == n Sv^, + 2 v St 

^ n — 3(v — 1)^ n ^~' 

alf Sy =:: — ; Sv— I — *-^ S7— i 

2T fit 

tint 9tecurfton^forme(/ n)eldS)e mit ber in i3i fdr f s= d g^# 
funbenen fibereinflimmt. 

9J«n i(l 8. = @ (,"r) (0 = ® (y / 

«B«r (9.1 . 9'i) ^(^) = i* urtb ^ (^'O' Cr V = *» 

htii l^ei^t/ n)enn mart bie ©(ieber mit geraben iinb mit iin^e« 
Iraben B^id^rn t>on einanber fohberti 






o ^ -^ o 



4(f» ® (i) = f GriO = '»-' 



n 

ober 80 =s 2»->. 



n 

won biefem befonberen ^cvtf^t bet ©rifge ^r aui^acl^eriS/ 
pnfet man, bem in i3t eingefc^faflenen Sege folgenb: 

S^ = ® ( "r) (A) = „-^(V) ^»-"-' 
iaifet cos nx == @ ( — i)^ •; ^ I T ) fi"— ^^— • cosx"— ^'^ 

2(uf bieferbe 2rrt etj^dfrt iftan rftie ^dlfe ber ©(eii^iinaert 



i 
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bie 9tfcur|1tfn^forme( 

unb bur4> biefelbe, weflett 
mie in i3i 

fDlfllid^ sin n x=sin x (— i)^ I \^ M(2C08x)»-(*^+»>' 

d3eibe 9?efu(tate |tnb/ nrie au^ i3fi jtt crfel^ett t|t/ man* 
gell^aft; benn fte gelten I^Sd^flen^/ toennbie ganje SKe4)nung auf 
eiit sanje^pofttbe^n bejogen/ unb berUmfan^ berSml^e ddh 
Y auf beflimmte ©renjen ein^^fci[)r an ft with. X)tefe^ 35etfptef 
jeigt l^inrei(|^enb ^ mit w^l^ex 93or|tc^t unenbHd^e Stetl^en/ bte£ 
tvenn fte ni4)t cont^etgireu/ blo^ aU anatptifc^eSebitbe erfd^eU 
neu/ bel^anbelt werben miifr^n^ {umaC/ wenn man biefelbeit 
burd^ C^infd^rung neuer Steil^en tran^formiren wiU. Urn balder 
ber ©efal^r d'l&nti^er 53erirriingen audjutDeidf^en, ifl man geno- 
tl^tgt / bie (Shttvidelung t^on sin n x unb cos n x unmittelbar 
au« ber joniometri(4>en $6tnomia(forme( 128 ^u fd^Spfem 

Urn sin nx unb cos nx burcf) sin x aulbnSd^en tu fSnnen / 
mitffen mx ba^ 83inom 

cosnx + y/ — ^ 1 sinnx =i(cosx + [/ — i siax)"" 
nad^ ben ^oi^tijien ton sin x entwid^etn* 

97ad[> bem binomif^l^en Ce!E>^fq|e ev^alten niiir, inbem mt 
bie ©lieber mit jeraben unb un^eraben B'^^Q^^ti oon einanbev^ 
trennen: 



i5() 

feos n X -4- i^-*» sihhx = © (^rycosx°-"(\/— isinx)" 

+ ® Car+iJ <5<>» x»-(«r+0 (V-i. i sin x)»'^4^ 
a=cbsx^ @(— i)' ( ^M COS x»~f— « 6in x»' 
^V/— i.coix^ @(.-i)' Tar^Li ) cosx'>-M3r+')smx«+^ 
gerrtur t(l cosx«— f-^«= (i— sinx') *^ 






sin x*^ 



'D — f — (»r-Ili)' 

•1* 



S=COSX* 



iinb cos x^-f-Car+i) -- @ (— i)w J ^ ) sin X' 

folglid^ cosn x+y/— i sin nx== 

? [^-*)' Qt) »i'^*"®(-^0^(^^')smx-j 
4-K-i.CMxf @ J(_i)r («^^^^8inx«+» X 

X 0(— Ow^ ^^ Jsinx'w I 

i= fc6s x^ ® (— 0'+^ (arj ( T^J sin x*('+w) 

+^^-I.COSX^ j |(-ir+w (^^:^,) ^ n>^^4,) j ^^ 

X 8inx«('+w)+i 
gl fep r + ^ = V, fo ergifit jTd^r 
fc6snx+(/ — isinnx = 

= co«^ @ [(-0^ si. i" @ (;^) (^)} 
4-\/— i.cosxf ® [(— 0" sin x"4- ©^^ ,.^, V " ' ~." ' y| 



a6o 






n a 

uitb fu4)en R>ir 9?ecur((ondforme(n fiir St, Tr« . 
Sf ifl: 

\2r/ "* \2r — 1/ 
-7^ ) =^ [n-f-2(y-i)] ( -r^) 

for^Iid^^ xozwn (eibe ©letd^ungen nad^ verric^teter S07urtiptt« 
wtion ber erflen mU (^~~^^\ wnb ber jweiten mil 
vary' **^^^^^ werben: 

•' a) (=77') = 

SKimmt mon beiberfeit^ bie @ummfn in as^jugaufbenSei* 
gcr r, von oanacfaKflcn bi^ r, unb benlcfficj^tifletjnan bie»e» 

be«tun3 ber 3ei*en Sv, T^, fo jinbet man : 



O 1 



a) 2T S, =nT,-. + [n-^f_2(y_,)] s_, 
2fuf btefetbe 7(rt flebtn bi« ©feic^unflen 

▼ ' ^ ▼ — r — 1 ^ 



n— .1 



b) (2t4-i)T, =n3, + [n— f— (3t— 0] T,_, 
©er ©ana ^^*\» fUt^nmQ i|t tern in i3o ®t»tt jinibere' 



a()i 
Iben ona(Cj9, tinb ba^er bie mad[»n)eifting I'ebe^ ein)e(nen ^d^rit^ 

2(tt^ ber KtbtutunQ ber 3(t(i^(n Sr, T, ertennt man/ baf 
So = (o) Of) = ' ' ""» 

^"^ (»)C~^) =" " ♦<*• 

Sie§ vorau^gefelt/ finbet man S, mittelft ber (Sletd^un^ 
a)/ bann T^ mittelil ber ©(eid^ung b)f l^ernac^ S, mitte(fla> 
T, mitteljl b) u* f. w. 

ipierau^ fo(gt fobann : 



cosnx+j/— 1 sinnxss cosx^@(— i)^8t sinx*^ 



fi 



+ \/— 1 cosxf 0(~i)^ Tv 8inx«^+» 



unb burd^ 2(enberung bcl 3^i4^n^ Don (/ — i: 



tosnx — \/ — 1 8innxs=:cosx^ ©(-.!)▼ Sy sinx 



O 



— \/ — 1 cesx' (—1)^ Tt 8inx«^+» 

o 

SI ifl alfo: 

Y n 

C08nx = C08X^ ® (-^0^ Sy sinx'* 



o 

T 



sin n X = cosx^ 3 C**"")^ Ty 8inx«*+« . 

o 

SBie Ciu6 'bem ©an^e ber l^ter jjeftll^rten Sted^nuit^ erl^et* 
tet/ l^dtte man biefe Stefuttate aitc^ aud ben Stei^en 1^9 a6r 
leiten fSnnen, 
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2)ie imi Sd'fle/ wenn i=o, unb menn f ±= i an^enornf 
mn wixt>f fdl^ren auf einfacf^e 2(u^bri:icFe fiii; 

'Sv unb Tv . 
SBirb f = o ijefegt, (o l^at man: 

" n"— » n — 2(y — i) » 

Sy = -r- Ty— .1 -| -— Sy— I 

Tv = r-r^ Sy + — rV^Ty-. . 



6^ ifl balder 



2 1.2 



^f"" 1.2.3^ i U2.3 ^ 1.2.3 '^ 



n 

s 



n«(n— I (n— 2) , n»(n— 2) 



n' (n-2) („_ +3) ^ n«_(n«-4) 
• .2.3.4' i.H.3.4 ■ 



nCn- ^O'Cn+'XP— 3) _. n(n'— i)(n— 3) 

l«2.0.4»^ 

nrn»-i)(n«— ()) 

«f? a^— iM I I* 

1,2.3.4.5 

®iefe Mefultate taffen fidj^ burc^ »inomiat*ffioefficienten 
f olgenberma^en barfleOen : . 

^ n /"^x ^ n /Hiix 
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3ft nun bem J^'m betmvtbaxen ^itbungotjefe^e Qtmi^ : 

« n y"n.f «y— 3 \ 

« n n— 1 /n+*(^-») \ n— afv— i) ^ 

X ~7 r ( -. ) 9,-^-^ 

n /n+.(v-«) x r^_i ^ 

= — ( 2 . J 2»(v-.) I y. 1 I 

2V V ,v-, / l^V— I J 

u /n+<v— ») \ n+2fv 1) 

n / "+»(v— \ 

5= — I 2 J a»^— ♦ 

^ n n— 1 /'^i^IiiiJN . n — Cav— i) 

«.v+i ar ^ ,T— » ^ av+i 

X I a J 2«^-» 



ST+i^ av-. y [ 2V * J 

2V+1 ^ 2v— » /ay 



a*'' 



"" av+i ^» ,\ >^ 

2)iefe Jfu^brMe tafolgen bat^ferte Oefe^, (le jinb ba* 

n n 

l^er bie angemeinen gormein fiir Sy^ Ty . 

2)uv4> gntmicfelung bet il3inomiar - Soefficienten , mh 
5Sev6inbun3 ber \)on ber SJRitte gfeic^weit entfernten gactoren 
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* "" i.a,3.4 • 5»<> • 7*9 . tf..* (av— I) ay 
unb 
« ^ n(A«->|«)(n»— 3')(n^— 5») [n^-(av— 0*3 

''^ "■ I . 3,3 • 4.5 . 6r7 ay (ay+i) 

S^ ift bemnad^ : 

cosnx = @ (—0^ ^ V ^""^J ^'''""* "'^ V 

o aT+> ^ 2w 
pbtt, wa6 ba^fe(6e i|l: 
cosnx=i siiix«4- — 1_- : $inx^ 

1.2 1 « 2. O •4 

1 •2«3*4 • 5*6 

ftin n X = n sin x — — ^^ -—: sm x» 

I • a. 3 

1 • a •^ • 4*5 

Seibe Steii^en gelten ftir iebcn ganjen SSSertl^ \)on n. 3(1 
n ilberbU^ eine poptive 3a^t/ fo ttric^t bie erjle SRei^e hup 
tann ab/ wenti n s?r<^be/ tinb bie jioeite nur bann^ n^enn ^ 
Vnfl?v^bei|lt 



iPann i(l Sv = 5^ T._, + ~4^^: S.^, 

ft n n— I u -rav » 

av+i av+i 

n n 
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(«+»\ n+3 /"-H\ 

u. f. w. 
unb, wie fi(|> auf biefelbe 2(rt, wie o6en, Ui6)t mm td'gt, 

ober aud^ : 

1.3 . d.4 . 6,0 ... (2T — i)av 

^.' 1*2.3 . 7|.,5 ..; 3V(2V+l) 

f orflfi^ : 

COS nx =C09 X ( — i)^ r r^ J (a sini^)»« 

o . V »▼ ««/ 

sin ni: = cos x^ (-^i)^ ( "^ J^^ smx)»^+< 

pb^r 

C09nx=cosx( 1— 8inx^+ — o— : wnx* 

\ 1 • a 1*2. 3«4 

_ (n^-i«)(n«-3»)Cn'-5') . ^6 _ ,, >> 
i • 2 . « J . 4 . 5 • o ^^ 



^ - * » 



tbb 



6ianx=co9x Tiismx 



n(ii« — «») 



sinx' 



J • 2 « 3 



smx 



5 — iC.^ 



1 • 2 • ^ • 4*5 

3(1 n eint ganje pojitioe 3«(^f/ fo 6ri^t bie erjle Mdl^f 
cAf luenn n tingerabe/ unb bte iraeite/ tDenn n jjerabe ifl. 

@c|t man in ber erflen aftei^e flir cos n x, unb in ber 
jweiten S^leii^e f fir sin n x, n = a , 4 , 6 • . . ; ferner in bar 
jweiUn 9t^i^^ filr cqs nx^ unb in ber erflen fix sia n 1^ 

n=3:3/ 5/ 7 • . * 

fo ftnbet man ; 

cos3x=i — 2sinx' 
cos3x=cos:if:(i — 4 8^nx*) 
ce84x = i — 8 sinx« -j- Ssinx^ 
cosSx = cosx(i — i2sinx^ -^ 16 sinx^) 
cos6x=? 1 -^i8sinx> 4-48sinx'^ — Sasinx^ 
eos7x = CQsx(i — 24sinx' +80 sin x* — f)4si^^^) 

Uf f. 1^* 
n2x== 2fc;osxis|inx 
n3x = 3siax — 4sinx^ 
n 4 X = cos x(4 sin x — 8 sin x*) 

n5x = 5sinx — 2osinx' + i6sin x^ .^ 

n6x s= cosx(6sin x — 32 sin x;^ -f- 32 sin x') 
117:? = 7 sin 3^ — 56sii^x* +ii2sin x5 — 64 sin x' 

3a cos n X unb sin n x in i34 nad^ faUenben ^otenjert 
ron cos x^ unt> in 187 nad^ (tetgenben^oten^en ^on ^inx auB' 
^ebrMt toorben jtnb/ fo Hnnte man nod^ verlan^en/ fowo^C 
cos n x^ aU aud^ sin n x in 9tei()en barjuflenen f meld^e natf^ 
^etgenben ^otenjen t)on cos x, ober nad^ faOenben ^otenjen 
pon sin X fortfd[)reiten* * 



8 
S 

8 
8 
8 
8 
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Urn biefer gorberung ©endfleiu feiftett^^at man nut Ui 
Iber Sntn)icfe(un() \)on 

pp^ i]i X 47 J/^— I .sinnx = (cosx + (/^— i,8in]^)» 
tia4^ bent binomifcf^en Sel^rra^e bte beiben S^eUe be6 $5inom^ 
iinter einanber ju permec^fefn*, fo bag jcner £l^ei(, wetc^erj 
fril^er mit ben faflcnben Sjrponenten perfel^en wax, nun mifc 
fteigenben (Srponentfn evfc^eint* 

®o fann man itatt ber in i3q mm ^runbe gelegten 9tei^e 
fpfgenbe ne^men ; 

cosnx -j-^.— I .sinnx— @ ^ )(I^"~ * sin x)"""' cos x' 

o . 

+ ® (2r4-i J (K'— » 8mx)«-r«-« cosx"+» 
p= (J/Vir ® (— 0' f 1^ ) smx»-" cos V'^ 

+ (f^— »>-' ® (-»)' Gl?+0 *^'*^"^""'* CMSX^'^+S 

Mnb/ wenn man ba^ 3«ic^en t)on \/— ^ d'nbert : 

pers nif:~v^~i5inpx==(-V-i)"@(-i)'(2" y^insL^-'^-cosx'? 
+ (-rN/-*)'"'® (—')'■ (ar^ij 8inx«-«'-' cbsi'-H-* 

X @ (— 1)' f "j.J 8mx»-«c»8x«» 
X ®(— 1)' Gh-V sin X— »»-' cos x"ir\ 



•6a 

s»innx= ii i — i i- X 



X 4 (—1)' (i)«»nx— " cos 



'»P 



(\/-0'-'-(-\/-i)— ' 

Ceitid^net man burc^ «r bie Sdn ^e ber ^aften Xret^peri* 
pj^tx'xt fiir ben ^albmeffer i, ober ma^ ba^fe(be ifl# btn £tuo' 
timtftti me((^ei| man tx^^SXtf xoznn moin bie ^erip^evie trgenb 
fined ^reifed burcf^ ben ^u^e^oriigen :^uvc^me|fer tl^eift/ fo mirb 

Ux re^le 2Binfe( burcf^ ^ DorgefteOt $ balder i(t 

a 

am — = 1 / COS ^ = o. 

2 3 

@e§t man alfo in ber ®rei^ung 

eos nx -{-' k'— ^» • sin n x == (cos x-f" \/— i sinx)* 

X = I. ^ fo finbet man : 

2 

(l/>-i)» =s cos ?^ +1/^—1 sm !i; 

(-j/-^,)- cos 2:r — I/— i.sin ^ 

'J a 

51 

|/^i a 

nub eben fo 

(|/^^i)--' + (^J/^i)«~« = a cos l!!i:0:f 

. a 



<P"*F 



l^—i a 



mt 
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itl^ilt cos n X = cos — • @ ( — iy (qj.J sin x»— " cos x" 

(n— 1> ' /T n \ . 

+ COS ® ( — 1)' Vi^2j. I , )sinx°-"— >Cosx«+< 

sinnx=s]n — (—1)' larj sm x»--»' cos x" 

+ sm — ^ @ (—0' ^2r^, ysinx°-««>-«cosx«H-» 

® C*-^*)' \2t) sinx°-" cosx" , 

jlunmeti mit Un in i36 unb 187 entwirferten 
(—1)' (gj.) COS x«-« sin x«* , 

® (— 1) (gyj,! J cosx«-**-^» sipx»H-< 
iKereirt/ wenn matt sin x ttttt cos x oeriDcd^felt^ obetf wa^ 
bo^felSe i|l , lueitit man ^ — x flatt x fc|t. g^ Mnnen f^fg* 

UdS>, bie SRefuItate in 187 f fir bie fleflenn^drttfle gntiincFerting 
benfi|t tverben^ tt^enn man bort sin x unb cos x degenfeitig 
pertaufcf^t ^Un ^at bemnac^ 2{u^btficfe ffir cosnxunbsinnx, 
ivel^^e na(^ fuiflenbcn g>otenien »on cos x fortfc^reiten* 

SRan fann inobtgen @(etd^ungen 

flatt cos (iLZii? au4> sin 2? 

•3 2 

iinb flatt sin lUnlt au^ — cos ^ f<Jret6rin 

3 a 

25eftti e^ i(l ben in ijsS angefiij^rtin ©runbf^rmiln bfr®^t^ 
metm gemip : 
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(n— 1> _^ 



tos ("-'> = cos /^ - !L ) 

3 V. * * -^ 



= cos cos — + 81^ — sin -i = sift zl 

2 si 8 a 2 



6111 ^ ^ = sm I ) 

3 V a a y 



sill 



i= sm — :- cos - ^ cos — sm ^ =.;^cos — 
a a 23 2 

Zu^ jte^t matt/ ba$ bie obigen ?l'u^bn!c!e fdr cos nx unti 
iim A X cine tinfaift ^ci^t eUn biefcr Sorntern fittb^ ^tnii 
H ifl ! 

fhrr /tt Ni 

6osnx= cos I— — n ( ^' — x )| 

= Cos — cosrff -c— X J ^ sm.^ sm n r ^ — x I 

111 n X = sm I n I — — x ) I 

ss sm .^ cos n I — — x ) — cos — sm n { — . — x I 
2 Va y 2 \2 • 

■ 

S^erfelbe ^eg fdl^rt aud[^ ju 3orme(n filr cos n x uttb 
sinnt/ >oe1d[)e na4 ^^^ fatfenben ^oteit^ett 9ott sin x georb? 
net ftnb« 

139. 

suiter ^dUvi rbiir ben ®inu^ ttnb ben ^ioftnti^ betf 9ie(^ 
fad^en 93cgen^ burd^ ^otenj^en bed ©mud unb bed Sofinud be^ 
einfad^en S3c0end an^itiMu 2iaetn man lann aud^ xxmit-^ 
U^xi geo'ebene ^oten^en bed <Stnud unb bed (Softnud eined 99o^' 
gend burd^ bte @inuffe ober ^eftnuffe 9on 93ie(fad[^en biefe^ 
Sogend barfleUen. 

£d ifi nam(icf^ : 

e«V— »4-c— ^V— »' 
cars X = ' 



fi7* 

folgrid^/ f&v ieben gjrponenten n 

cos X" =s L (e*V— »4-e--«V— »y -= % 

^ - @ (r ) e(°— ")«V-« , 

?l6er man l^at 

e(n-»r)x V -. =: COS (n— 2r) x -J- (/"^ i sin (n— flr) i / 
folfllid^.ijl cos; x"* = 

!ID2an hmx m^ 

cos x» = L (e— *V— » -^e»V— »)« =3 
a* . 

e-(n-2r)x V-,. _ COS (n— 2r) X -- /-. 1 s'h (n— 2r) x 
cosx" == — @ r ) cos (n — 2i')x 

(is t{t bemnod^ : 
CO* x» = — @ ( J. ) C04 (n-^2r) x 

3(1 n tint gaitj^ pofube Sa^^ fo ifl 

Hud(> ifl sin (n — 2r) = — sia (ar — !«)• 
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fotfllid^ ® ^^^8111(11^20 = — @ Cn— **** (2r— n). 

2(bet ba^ Jlflflregat ^ (r J **° (n— ar) biefet, wenn n 
tint sanje pofttioe ^a\^l i|t/ foBalb r grf^er toitb ciH n, teine 
(Sfiebex me^r bar/ n)ei( bdnft T ^ j verfc^tDtnbet; fe|t man a()'o 

n — r (later, unb (i'gt f = o, i , •?., 3 . . ♦ • n fepn, fe^ 
txf)dU man genau ba^felbe 2fggregat ivieber/ ntir ifl bie Orb' 
itung feiner ©Iteber nmoefel^rt* 

<£^ t(t alfo 
© (^^^ sin (n— 2r)= (^^ ^ J shi [n — 2 (A -- <•) 3 

7iu$ blefer (SUii^anQ ttttb au^ ber \>or]^erge|^enben i^lgii 

( I sm (n— 2f ) = Orf 

2)a|^fr ifi ftir etn fjanje^ poftttve^ n^ 

cos x« =— ® Vi. J COB (n — 2^ t. 

2° o ^^-^ 

2)a nebfl ber ©Ux^uhqC^j = (^ll^ J «m^ b«fe^ 

cos(n— 2r)x= C08(2p—n)T=3 cos [li-^2r(n— *r)]ii 
CtaU finbft/ fo finb in bem 2(ggregate 

^\tj ^^* (<i— 2r)x 

<itKe vofh 2fftfan^e tiftb t)om Snbe beffetben gletd^ ft)eU a6(te(env 
ben (Slteber etnahber ^(et^^* 9T?an Fann ballet/ ba bie Hn\a^t 
aUer (Slieber =:n -|- i if, unb bem erflen berfelben bet 3w 
^er ittf5mmt^ 
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(j cos (11 — 2 r) X = 2 @ f y 1 COS (ii — 2r)i 






U^^tif wtUi alfetf weitn n eine gerabe 3o^( if^/ ^^^ temS^t^' 



n 



get — entfpred^enbe ©Heb/ ba.tiaU ba^SD?Ute(9(ieb be^Jf^grei 



2 



gate^ in bemfelSen nur eihmal erfdj^etht/ burci^ 2 ju tJ^eileti tft; 
X)em jufolgf wirb atfo filr etn ^attie^ po|tttt)e$ nt 



D 

a 



^trb l^er n =s: 2/ 3/ 4/ 6/ 6 • . « aitjjehommeti/ fo ^\ii 
biefc gormel : 

cos X « = - (cos 2 X + l) 



2 



fcOS X3 s= l(c08 3 X+ 3 COS x) 

4 

r 

COS X* = A (cos 4 X -f 4 COS 2 X + 3) 

8 
ci>«x^=_-(cos6x-}"5cos3x+ioco8x) 

32 

(bos x^ =. _ (cos 6 X + 6 COS 4 X -{- i5 Cos 2 x-4- 1^) 

146- 

X>U ©(eid^iin^ 
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= ^yhy f (-»)' (;) CO. (n-ar) x 

ober auify 

sinx« ss ^^"^J^" ®(— ly ^^^ cos (n— 2r)x 

- ^^ ^ e (-1)' (^ J "^ (^-^O ^ 

3(t n fine ganje pofttioe 3aI^(# fo mup unterfd^ieben tt>er< 
ben /. ob n gerabe ober ungerabe ift* 

3(1 n (jerobe, fo ftnb bie S^lb^enNr tinb n — r iuglti^ 
Q9xaU, ober jugleic^ ungerabe, for^Ii^^ ifl 

(-1)' =(-!)—', 

dfo au^'ben beteitt^ in iSq angefd^rten ©riinben 
(— ly Q^ cos (n— 2 r) X = 

= (—0—' (n— r) ^^* [n— 3 (n— r) ] X 
unb ( — i)' C^j sin (n— ar) x = 

^ -(~i)--' (^1^) sin [n-2(n-r)] x 

S^ tWflen fid^ bemnad^ in bem aggreaate / 

© (- 0' ^M sin (n— 2r) x 

aCfc t)om2(nfange unb oom Snbe beffelfien gteidj^weit abflej^en* 
ben ©rteber/ unb ba^ SKittelglieb , werdj^e^ ben factor 

s in (n — 2 « ? J X s= sin 

entl^<S{t, t)erfd^imnbet fiir jid^, bo^er wirb fiJr n = 2m 

= -^-^ ® (— 1> r^"^) cos 3 (m~r)x 



sm x*" s= * 



woUl a(er ba^ U^tt (Slicb be$ liq^vc^aM tuvd) 2 Qtt^eitt 
iDerben mu^. 

3(1 n unflerabe, fo ijl n — r nnt r, in aSejug auf tie 
Sl^eil&arfeit bur^) 2; Dcn entgegengefe^ter f&efd^affenl^ett/ olfo 

(-1)'= — (— i)--' 

(S^ tiilgen ftd^ balder bte ©(ieber be^ ?(ddtegate^ 

@ (— 1)^^ rjj J cos (n — 3 r) X 
unb man jtnbet filr n = am-f- » 

Siefe (eiben gormeln jjcien fi!ir m = i/ 2/ 3 # • « 

SmX« = — — (C082X — 1) 

a ' 

8mx'= — — (sin3x— Ssinx) 

«in xf =+. —(cos 4 X — 4 c^os 2 x+ 3) 

6inx5=-|- — (sinSx — 5sm3x-f*^osinx) 

sinx* = — (cosbx— 6 Gos4x+*i5cos2x — 10) 

32 ^ . 

stnx^ = — — (sin 7X— 7sin5x4*3i sinSx— <35sinx) 
64 



1 
t 



@ s 
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■«■ 



c d) a t e d ^ a p i t c I. 

I 

2Jon be[n S<i^wlt^*^w- 



u, 



rtter ber Senennung ^acult at ober ^a'ctoriede 
t)erftel^t man ein ^robuct gteidj^ ju- ober abne^menber S^^^^^ 
ten* SBerben btefe gactoren nac|> i^rer ®r6§e fleorbnet^ fo 
l[)et^t ber evfte berfelben bie ©rutibjal^t ober bie 9Bur^eI 
ber gacuUdt; ber Stefl/ metc^er au$ ber @u6trac^on eined^ac^ 
tor^ )}on bem ndc^flfotgenbeit entfprtn^t/ l^ei§t bie £)iffe« 
reti)^ enbUd^ bie 2(nja^( ber ^actoren ber Sjrpo n.ent^ber 
%acultdt, 

X)ie aUgemeine ^orm einer ^acult&t ifl . 

a (a+d) (a+2d) (a+3d) * * ♦ . [a+(ii~i)d] 

wortn a bte ©runb^a^t^ d l^ic Z)ifffrenj unb n ben (Sjrpotten" 

ten t»or(leflt. 2)ie ®v6ge d i(l pofitii) ober negatit), je nat^tbetn 

bie gactoren eine fteigenbe ober eine fanenbe^rogreffionbilbem 

SBtr woHen oMge gacuUi't/ in 5)3e}U3 auf weld&e eineg)o» 
ten}/ beren SBur/^er a, unb beren Sjrponent n ifl/ nur at^ ein 
befonberer, ber ©ifferenj JTfuU entfpre4)enber gall erf(f>eint/ 
audi) bur4) ein ber itbU4)en ^ejei^nung ber ^^oten^en analoge^ 
®t)mboI anbeuten^ ndmlicf) burc^ 

(a,d)». 

(ti i(l olfo (a. o)'> = a" y 

(a, d) » = a, (a-, d) » ==. a (a + d) , (a, d) 3 = a (a+d) (a+»d) 



=d 



S)a^ ^robuct ber natuv(ic^eiT B^W^ f ^^^ ' ongefanfien 
ti« n, tioimlic^ 1 .2.3.4.... (n — ») " f weld^e^ wir V\^ 
ie^tburc^ n! bejeic{;tT^t ^a&en , i|l eine Sacultdt, bercn (Srunb- 
jal^r unb^ beren Siffereiti ber , ginl^eit flteicl^fommen. ft6 iff 

n! = (I, i>. 

SBir werben oud|> in ber ^k^^ fiJr biefe ^diuftg vorfom-- 
rnenb* gacultdt ba^ einfad^ere Seid^en n ! beibe^aUen. 

Jfnbere 35ei\ei4)ni?n.geri ber g^^cuttdt (a, d)" / weld^e t)on 
inatl^emdtifc^en ©(j^riftjleKern gebraiidS^t werben , finb a»»l*, 
ft"'** u. bgt. 

142* ] 
(£^ i(t liberl^aupt 

a+r d = — . ( b + r — ) 
^ b V a/ 

fof^tict^^ wentt man biefe 'S^ranlformatton auf jebeit ^actov 

ber So<u(t<it (a , d)-* anmenbet : 

...(b+(n~i)M^ 



^,d)^=^.b(b+^)(b+ 



a/ 






pber 



(••^)- = £-("■")■ 



0e|t man — ^ = f , fo wirb, wenn man in biefe ©lei* 
a 

4>un<3 f flatt b einf ill^rt : 

S)iefe beiben gormetn fe^en un6 in ben ®tanb^ \eU Sa* 
cuUdt (a,. d;» auf eine anbere ju rebuciren, xotli^c eine jjege* 
bene @runbial^l b/ ober eine geg^bene 2)iffereni f ent^dtt. 
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I 

143. 

®(^rei6t man bte gactoren ber %cicn\t&t 
(a,d)" = a (a+d) (a+2(l) (a+3d) . . . [a+ (n— i) d] 
in t)er!el^rter Ovbniin^/ fo erl^dre man 
(a, d> = [a+(n-i)d] [a+(n— i)d— d] . . . , 

.... [a-j-(n — i)d — (n — i)d] 

(a, d)"=[a-)-(ii— i)d, — d]». 
Srennt man i^inQe^en bte ^actoren ber ^enannten ^acuU 
tdt irgenbwo/ j.iB. an bcr ©telle, wo bie gactoren a-J-'r — i)d 
unb a-f-rd aneinanber ^ren^en^ fo ^erfd'Clt biefelbe in tin $ro« 
buct jmeier gacultd'ten 

(a , d)'f unb (a+r d , d)°— ', 
fo boj (a, d'» = (a, d)' . (a + rd, d)—' i(l. 
2(uf biefelbe 21rt Id'fit ftdf^ eine %acultdt aU etn ^rebuct me^« 
terer S<*cult(!ten ©orflellen. '" . 

®e§t man l^ter n— r = y/ obe;r n == r-|-v, fO tx^&it 
man bie ©lei^ung 

(a, d)'^ / (a+rd, d)^ = (a, d)'+^, 
weldf^e berSWuUiplicationeformef fair ^otenjen analog ifl. 9}?ait 
fann bafelbfl auc^ r unb v oertpec^feln/ fo bag 
(a, d)^ .(a+rd, d)^ = (a , d)^ .(a+vd, d)' = (a,dV+'^ i(l. 

144.- 

33«i ben ^acultd'ten fann man, fo mie e^ &ei ben ^otert- 
^en gefc^ie^t, frageu/ 06 e^ nid)t ©rSfjen ^ibtf ^ie, o&ne in 
ber oben aufgeileHten 2)ejinitton ber ^acuUdten ,entl^alten ^u 
fet)n/ boc|> biefelben S*igenf(l;af ten teft^en, n?ie biefe, unb alfo 
aU gucuUdten in weiterem ©inne ju betrad?ten, unb berfelben 
JBejeidj^nung ju untermerfen finb, wenn manfid^ ndmli^^erlauSt, 
ben Srponenten ber gacuUdten, welc^eal^ Sactoren.-Sd^ler nur 
etnen flanjen pofitioen SBertl^ eri&alten E8nnen, aud^ neflatit>,c 
unb flebrodj^ene SSBertl^e beijulegem 
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SBir molfen von ber (Sieitfyunq 

(a, d)' * (a+rd, d)^ = (a, dy+» 
aU hem 2(u^brucfe ber ©runbeigenfd^aft aQer ^acutt^ten au^-- 
gel^eti. 

®e|en wir in berfelben r = o, fo finben wir : 
(a,d)«. (a,dr ^(a, d)^ , 
atfo (a , d)' = 1 ; 

b» 1^. eine S^^ctorielle mit bem Sjrpoii^nten o bee 
heutet, fo wie eine ^otenj, beren Sjrponent 
t)erf(^n)inbet7 bie Sin^ett 

JJiel^men wir rtun r = ~ r^ fo ergibt fi(^ : 
(a,d)-^. (a— Td,d)^= (ii,d)« = 1, 

alfo (a , d)-^ = \ 



(a— vd, d);^, 
ober we^en 

(a — vd,d)^= (a — d, — d)^ (143) 
(ajd)~v == ^ 



(a-d, -d)v 
©(eid^wie alfo, mnn y eine ganie pofitive 3al&t vorfleUt, 

(a,d)v =a(a+d)(a+2d)(a+3d) [a+;(Y— i)d] 

t(l, fo i(l 



(a , d)-^ = 



1 



(a—d) (a— 2d) (a- 3d) • . . . , (a— v d) * 

wobiird^ man jur a3ebeutfind ber gacultd'ten mit ganjen ne- 
gativen gjrponenten gelangt, 

S)a^ J^ier angewanbte 53erfa{>ven / mi^e6 bem in ben 
Cel^rbuc^ern ber Jfrit^metif bei ber Se^re t)on ben q)oteni;en 
iibrid^en ©ange analog i(l, fann burc^ fotgenbe i&Uva^tunQ 
anf4^au[ic^ 9emaci^t n>erben. 

©ibt man bem gjrponenten ber gacuUd't (a, d)^ na(|> 
unb nac^ bie fSJert^e i, 2, 3, 4 • • ♦ . w fo erl^irt man 
eine SKei^e 



a8q 

a/ a (a+d), a(a+d) (a+ad); a(a+d) (a+ad) (a+3d) u. f. m. 

teren ©Ueber mit ben 3^id^^^ 

it 2, 3/ 4 u. f* iu« 

WtQixoev^isn Unt\en> ^ai ^Ubun^d^^feg biefer dteij^e^ menii 
man in berfe(6en von ber CinEcji ^e^en^ bie 9ie4)te fortfc^reitet/ 
lefle^t bartn/ ba^ jebem ©ttebe tin %actov^ melc^er ft^* ergtbt ^ 
inbem man ba$ ^robuct au^ bem B^i^^X biefe^ @(tebe^ mit ber 
SDifferen^ d jur ®rilnb,^al^( a abbirt/ i^umac^fen mu^/ urn bar* 
(lu^ ba^ ndic^flfofgenbe ®Ueb ^u erjeM^en. 

9)?an fann a6,er in ber angefil^rten d?ei^e aucf^ oon ^er 
fKec^ten ge^en bie Sinfe fprtfc^reiten/ tinb man er^eu^tt in 
biefem ®inne j'ebed fot^enbe ®fieb aui bem oorl^er^e^enben ^ 
ivenn man (egtere^ huvdf bte^ummeau^ ber®runb^a^t it un\^ 
(em ^robucte ber ^iff^renj^ d mit bem 3?iO^^ ^^^ i" fuc^enben 
©liebe^ tl^eilt. ®e^t man nun auf biefe 2(irt tiber ba^ bent 
Bet^^r 1 entfptrec^enb^ ®(teb a^tnau^> fo ftnbet man bie 
©Ueber, melcj^en bie B^^d^^<^t — */ — 2/ — r 3 tc. angemiefen 
^erb^n miiffen } ed erjjtit (td^ nd'mlic^ ba^ ©(ieb^ xotld^^i bf n^ 

a-fod 

» 

iene^/ beffen S^iflc*^ — « t(l = J— », 

a — d 

jf ne^/ beffen 3«la^f — ^ ifl = 



(a — d; ^a — 2d) 

Mnb aO^emdri* ta^ ®(iebf ml^cB bem S^i^^V ^t entSi^vi^tt^ 

1 



JMt 



(a—dj'^a— 2d) (a— 3dj . . . (a^— vdj 

99?an erftel^t au^ bem l^ier ®efagten iu^(eid^/ wai e^ mit 
ben Sacnltdten^ beren Sjrponenten j^ebrodj^ne 3«i^(^ ft"^/ f^^ 
f ine Semanbtni^ ^abe. Si$ ftnb ein^efne me^rerer in obi^edtei^e 



findef(i^aUe^er@(iebfr/ n)?(d^e{t(^ Mnt^reinanber unb an bie bor^ 






a8i 

t)or{fnbtjett (Srieber fo anfd|)Ue@en/ bag afie jufammen eine 
beinfflfren Sgilbun^d^efele.unterworfcne Mei^e barflellen* 

Urn bte ^orm bev gacultdten mit ^ebrod^enenSjtrpQtientert 
ju ilberfe^en^ miiiT^n mtr bem jttu^brucfe (a , d)' c'\m anbere 
®0fla(t d^b^H/ iu )ve((|teu un^ ebenfoU^ bte ®Ui^unq 
(4 , d/ • (a+rd , d)^ = (a , d)'+^ 

utf^tift. 0ie ^ibt, V mcLQ ma^ imiiier fti|^ ^ine ppit r unabl^^inf 
fli^^ 3<J&1 fepn, 

(a dr =. (^^^)'"^' 
' ' (a+ra,d)^^ 

2)?an faun, ber 5!Bcrtl^ von r ma^ wk imntet befcj^affen 
fepn/ iioei aufeinanbcr folgenbe gan^^e S^^ten g unb g.-)- i 
ffnbeii/ iwifc^en it)W(j^en r enif^aiten ifl^ fof^lid^ r = g + «^ 
fegen, wo'bei s <i i(l. 2dgt man y aud) etne ganje 3«M Uv^* 
mt> fe|t man g + Y=b; fo wirb r+v=:h+s^ affp 

(a , d)''+^ = (a , d)>» f« 

Sa s < 1 t(l, fo fd'fft (a, dy+^ iwifc^en (a ;d)H unb 
(a, d)H-' y n)a^ oMcf) twm^r h fijr eine ganje 3at( fc^teutct; forgf 

(a , d)r ober -iiL^^lL 
(a-|rrd,d)^ 

imifd^en bie (Srenjen ^ 



(a+rd,d)^ (a-+^rd,d)^ 

8dCt manniun v^ olfo au^ h, ol^ne 2iibe fort n)ac^ftn^ fa 
fannman, wentgften^ in eUn bem @inn^/ in. we(d;em man 
bei ber Sioifion, roenn ^feid) ber bei j>bem eini\elnen @c(jritte 
fr()artene 9?efl unenblid^ n^ac^fl^ bie an ber Stede be^ ^uo' 
tienten erfc^einenbe unenbHdE^e Stet^e atlein biefen Quotientea 
vorfleQenbe^ SKec^nun^^debitbe betradj^tet^ 
(a 4)r s- a(a^d)(a4-2d)(a+3d) 2C. , 

' t»+rd] [a+(r+i )d] [a-|-(r+2)d3 • . . UJ 

fe|en. ^ 



; 



^U4 

S^ entftel^l nuH bie ^raije/ 06 etne^acurtdft mtt Jitpeit^eii^ 
liger ©runbjal^t a+h/ aw^ ben %acuU&ten mit beit einfa<^«n 
®runbi;al^ren a unb b auc^ nac^ bemfetfren ®efe|e gebUbet wer« 
ben Unne, menn ber Sjrponent ber erfievn feine Qan^e pofititxe 
3a^( ifl/ b- i[)i ob bie ®Uidfung 

(a+b , d)- = ® (T\ (a, d)— (b, d)' 

I 

fi^ir jeben SBevtl^ be^ Sjrponenten n @tatt ^nbe. 

i^ie etementaren ana(t^ttfc|^en ^iHrf^mittel/ auf wefdE^e mt 
uni bier ,^u befc^rd'nfen Dorgenommen ^aben; ertauben un^ nur 
.1104^ ben ^aff; tpenn n eine ,aan||e negatti>e 3^^ ifl/ itt be* 
tracl^ten/ fo mie wix ^ier iibev()aupt auf cine t^oQftiSnbige ^^eo^ 
rte ber ^acultd'ten mit debro(|)enen @;rpenenten/ we^en ber an- 
bermeitt^en ^el^ren^ mit rpetc^en fte iufammenl^iiingt ^ SSer^icl^t 
(eiflen miffen. 

2)er ®a$/ baf ftir (in Adtiitt n 

(a+b , d)-. = ® (~;} (a , d)— - (b, d)- 

^efe^t n)erben Unn, ift beiuiefen^ wenn bie Stid^ti^Ceit biefer 
@(eid^iin.9 fdr n = i barget^an/ unb bann gejeij^t mirb/ ba§^ 
luenn ^enannt^ ©{eid^ung fdr irgenb einen SSBert^ Don n be« 
fle^t, jie auc^ ftJr ben nd'ct^ften SBertl^ n+ i giU. 2)enn fie 
flirt bann fair n = a ^ f olfltid^ auc^ ftir n sa. 3^ u^ (• w^ 
ffir jebe^ i^Sl^er^ n. 

di III (a + b, d)-* = _^ ^ 

a +b — d 

Mnb ' - * b+(r-i)d I 



a-jf-b — d a' — rd a — rd a + b — d 

fclgfid^/ wenn man perfl r = i.fe|t/ bann in ba^ ®(ieb re4^ter 

§anb be^ ®(eid[>l^eit^jeic$en^ ben Sertl^ t)on .„ ' , fiirr=a 

a+b — d 
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93ertaufd^en ^ir in bwfer (Sieid^urtg 
n, , p, li 

^*^ — '^f — r^f n, fo er^alten wir: 

0(-^) (--J) = (-■-?) 

forglid^ aud^/ mnn xo'xx beibe S^eUc ber Ofeid^una mit 

(— 1)« da n! muItipKcireit : 










= (— 1)" d":n! r~" V") 

e^ i(l aber wegen -_i!J = f "^ offenSar: 

vl(n — v)! VV 

(_i)B d- n! = (^^ (_i)a-vdn-T (n— V)! (--ov av v! 

balder erl^dtt man, wenn man biefen 2fu^bru(f in ben I'infet 
^onb (!ei)enben 2{)cir ber U^Uxn ©(eic^ung einfujjrt, unb iu-- 
^Uxi) xiCiif 145: 

(a/d)n-^ (b,d)-, (a + b,d)" 

(tatt 

(_,)n-vdn-,(n-v)! C-7), (-1)' d' v! (-tY 

^ »— V ^ V "^ 

fc^reibt : 

eine ©reid^iing/ weJ^e bte gorm be^ binomtf4ien ?e^rfa6e^ fiJr 
ficixnz pofitiDe Sjrponenten an (i4> trdfgt/ unb au^ wetd^er bie» 
fer 8«^rfa§ fiir gemS^nficf^e g)otenjen al^ ein fpecteUer gafl^ 
o^n« einen (lixUl im ©c^He^en ju bege^en/ abgeleitef iverben 
fann, wenn man d = o annimmt. 



S^ entftel^l nvLii bie ^raije, 06 eine %OiC\x\iit mit \xot'\t^t'u 
ligev ®runb)af)( a+h^ au^ ben ^acuttdften mit ben einfa<l^en 
®runbi;al^(en a uxi\) b auc^ nac^ bemfelben ®efe|e gebilbet wtx= 
ben f5nne/ wenn ber S;rponent ber erflern feine ^Q^n^t pofititxe 
3a^( ifl/ b- i[)« 06 bie ©(eic^un^ 

(a+b , d)- = ® (J^ (a, Ay- (b , d)v 

ftJr jeben SSertl^ be^ Sjrponenten n @tatt ^nbe. 

t>it etementaren anatptifcl^en Spntf^ttntUt, duf wtii^e mir 
tin^ bier iiu befd^rdnfen Dor^enommen ^at>enr erfauben un^ nur 
1104^ ben S^ff; t^^nn n ^ine .aan^e negatti>e 3^^^^ if^/ iu be> 
tracl^ten/ fo mie wix ^ier dbev^aupt auf eine t^oQftiSnbige Zf^eok 
rte ber ^acultd'ten mit gebro(()enen @;rpenenten/ megen ber an- 
bermeitt^en $?e^ren ^ mit wl^en fte iufammenl^iiingt ^ SSerjicl^t 
leiften mdfTen. 

2)er ®ag/ ba^ ftir dn ^anjed n 
(a+b , d)-« = @ V~Ty (^ * d)~»-^ (b, iy 

^efe^t n)erben fann/ ift Umefttif wenn bie Stid^ti^Eeit biefer 
®Ui^unqf\it n = 1 barget^an/ unb bann geiei.Qt mirb/ b.a^^ 
luenn ^enannte ©(eid&ung fur irgenb einen SSBert^ Don n be* 
fte^t, fie au^ f&v ben ndc(^(len SJJert^ n+ i girt* 2)enn fie 
fiilt Unn fi3r = 2^ f olfllid^ auc^ ftir i^ ==■ ci, u. f. w^ 
ffir jebe^ l^Sl^er^ m 

€^ III (a + b, d)-* = _4 ^ 

a +b — d 

«„b • - » h+(r-Od 



a-jf-b — d a — rd a — rd a + b — d 

fol^fid^/ n)enn man perfl r ss 1 fe|t/ bann in ba^ ®(ieb re4^ter 

£anb be^ ®(eid[>l^eit^jeic$en^ ben Sertl^ \>on .„ ' , ffirr=a 

a+b — d 



a8S 



einftSl^rt, unb fo fort ieM fid^ fernerl^in jcigcnbe , ^ 



a — d (^a— d)(a — 2d) 
+ ^(^+d) _ b(b+dXb+2d) , ^^ 

"^ (a— d)(a— 2d)(a— 3d) (a-dXa~2dXa-3d;(a-4d) 

= (a,d)-(b,d)° + (^7*)(a,d)- (b,d)^ 

+ ("^0 ^^'^^"■' ^^*^>* + (l') (a,d)-4(b,d)» +:a 

e^ belle()t atfo bie oben anflcfflj^rte (Sleid^ung fjlr n =1 u 
g^ fe^ nun tlber^aupt *<. 

(a+b,d)-;- = ® |-"^ (a,d)— (t,a)- 

fo i% TOcgen 

.(a+b,d)-(«+0==,_MMtL (.44) 
• a4-b-*-(n+i)d 

(a+b,d)-(H-0=® (-^\ (a,d)-n-v (b,dy — — -4__ 

o \ ^ y ^ a+b— (ii+i)d 

liiev e^ ift 

1 . ' i 



a-j-b— (n+ 1 }d a— (n+y)d-f.b+vd— d 

rs: [a-.(n+y)d4-b+yd,d]-« 

ober, mmx mart in bem obigen 2Iu0brucfe fiir (a + b,d)-* 
a*~(n+v)d flatt a, b+yd (tatt b, unb w jlatt y fc^mbts 

forgrid^ 
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X I (^^'^ ra^(n+T)a,d]-'-w (b+vd,d)w j 

®egt man bie ))or bem jmeiten (Summetiietd^ett flel^enben 

Sactoren Winter bafTetbe/ unbbebcnftmati/ bagna4) i43unb 144 

(a,d)-(°+^) [a— (n4.v)d,d]-»-^ =i (a,a)-(»+>)-(v+w) 

unb {b,d>^Cb+vd,d)^-=:(b,d)^+wi(l, 

fo pttbet man, wcnn man i^ugleid^ r+w = r annimmt/ unb 

ben Seiner r (latt w einfu{)rt: 

2fber e^ i(l (gS) 

(a+b,a)-(»+0 = ® /"— C'^+0^ (a,d)-(»+0-r (b,d)' 

n>el^er Hui\)vu£ ba^fe(&e ^^Ubung^gefe^ befofcit / it)e(d[)e^ filir 
(a4-b,d)— ''aniiienommen wurbc. 

» 

S^ gilt balder bie ©reid^ung ' 

(a+b,d)" = ® (^^ (a,d)'^-v (b,d)- 

aud^ filr ganje negative Sert^e \)on n. 

148. 

SBenn bie ^orm be^ HuSbvuie^f weTd^er eine ^acuUdit 
mit jweit^eilij^er ®runb/,a^( burd^ bie gacuUoten ber beibtrn 
Sl&etle anjjibt/ mit jener U6 binomifd^en Sel^rfagc^ filr ^oten- 
ien libeveinflimmt/ fo mu$ audj^ im llOgemeinen eine ^acultd't 
mit mej^vt^eilijger ®runb;)a^( au^ ben ^acultdften ber einjefnen 
%\)^\k berfelben nac^ bem ©efe^e M polpnomiftfien Se^rfa^e^ 
gebilbet werben ESnnem 



.' » 
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2)ie ^acultd't 
(ao+a,+«a+a,+ . . . + am , J)" = \'2> a, , d| 

Lo,m J 

fititif wenn man aj + *t+a,+ .*. +am=A, fegt/ nad^ 
bem binomifd^en @a|e entwtdelt n)erben» 
(£$ ifl nd'mlicfy 

U^a,, dj=(ao+A,,d)-=® ^J^(ac, d)--'(A,,d)' 

ter (Exponent n mag ettie ganje ))oftti\)e ober tiegati\^e3<t(Ifepn» 

S^fep nun a,4-a,+ 4"a«==-^t 

a3+....,+am=A, 

U* f. M). 

am — 1 "^ am ^= Am— I 

fo ift A,=:a,+A,,A,=a,+Aj,Aj=:a3 +-^4) ^'i* ^* 
f 0(5(14^ (tird^ fortgefe^te 2(qwenbung be^ btnomtfd[ien Cei^rfagei^ 
filir SacuUd'ten: 

(A,, d)- =(a.+A„ d)' = @ (^)(a,, d)r-(A„ d> 

(A„ii). =(«. +A3, a)» = @ Q^ (a., a)-tcA ., i)n 

(A., d)t =(a, +A4,d)« =@^^^(a„d)t— (A^,d)» 

U. f. tt>. 

(A„_.,d)» = (a,n_, 4- a„, d)» = 

@ (i) (a„_, , d)T-w (a, , d)* 

(Subflttuirt man jeben biefer ^^l\ibxM^ ftatt bed/ in ber 
unmittelbar t^or^ergef^enben ®Iei4)ung beftnblid^en/ gletd^gelten' 
'ben / fo ^at man : 

(A„d;'=@@2...@ 0)(0C) •♦•• (y >< 

000 o xy-x^x^ x^ 

X (a , jd)-^ (a , ,d>>-» (a , .d)'— . . . (am_. ,d)»-" (a„ , d)" . 



S90 



(a, d)» =a @ an-«-^ d^ [d , ad, 3d , . . (n— i) d] 



o.n — 1 



ober/ meil jebe ^ur Slaife w genommene Somplejtrion Ux Sfe* 
menu d, 2d, 3d , .v.. . (n — 1) d ben factor d^ in fic^ 
be^reift : 

(a , d)° = @ a"—'' d'' £w [»/ 2/3 ; ♦ • ♦ (n — i)] 

unb wenn xo'xx ber ^ilrje wegen 

Sw [i/ 2/ 3 ... . (n— 1)] = Fw feftcttf 

w n 

(a,d)« = Fwa^-'^a^'. 



o.n — 1 



Diefe ®Ietc^un)j brAcFt bie SntwicFetung jeber gacuttd't 
mit gonjem pofitiven S^ponenten na(^ ^oten^en ber ©i^unb* 
ia^( unb ber different c^wt* 

n 

Siir Fw l^dben n^tr nadf^ io() ben inbepenbenten 2(itAru(C 



af b! c! u. a« 3^ 4*^ u. 
[a/ b/ c . . • .] 
a + ab + 3c -{-..... = w 

unb nad^ 53/ 3)/ wenn man bte domplertonen von 

£t» [1 , 'J/ 3 • . • . (n- 1)] , 
weld^e ba^ ^(>cl)|le (Element n — 1 ent()a(ten^ t)on benientgen/ 
xoiii^t i6 nicf^t ent^alten, abfonbert, bie ^ecur)lonilforme(: 



n — 1 n— » 



Fw = Fw + (n— 1) Fw-. 
Diefe le^tere gormef, bei beren ^(niuenbung man offen* 

n u 

bar fp = 1, unb F—w = o le^^en luirb, i(l jur Sonffruction 

n 

einer Sabede fitr bie Sert^e be^ (foefficienten Fw ^tXi&^Mif 
bien(i4f. 



jebod^ nur Unter bet ^orau^fe^un^^ ba$ man in ieUt einjelnen 
^ompUvion bie SBteber^oIun.9^ietger ber .S(emente 

(a,, d), (a,, d), (a^, d) . . ; • (a™, d)> 
tu 3^af)lm nd'mlid^/ n)e(c(ie an^^igen/ mie oft jebe^ (iUmeni 
in ber (Somplejtrton vor^anben i|i/ auf biefe Slemente <i(^ ^^ 
Cultdt^-Srponenten iJbcrtrdgt. 
\ ipierau^ ergibt f!c|i enb(i($ : 

^ a, , d' =: 



t= @ (J J (ao|d)«*-' pSWr [(a,,<l), (a„d)..,.(a„, 



d)] 



weld^c gormcr ber in 78 cr^altenen analog i(!, unb fiir aUi 
S8ert()e i^on n i\Uge(afTen iDi^rben tantif fur n)e(^e bie $6in0' 
mtalfOrmeC ber ^aeuUdtten bemtefen )))orben t|t. 

S^at n einen ganjien pofitioen SB^rt^, fo liimn^J obiger 
Tiu^brucE eine einfad^ere $orm an/ ndmlici^: 

^ f ® ar , d] = @ ...f ., Ca , ,d)<^ (a . ,d)t^ (a , ,d)c .. . (a„, ,d)t^ 
** ^o^in J ai Di C! . ♦ • y; 

[a / b / c 4 ^ « « 1^3 
d -f- b + € + ♦♦•♦ -|-^ = ii 

== pSnJn [(ao,d),(a, ,d), (a,,d) .•.. (am,d)] 

hjel^e mit ber in 68 aufgeflellten %oxm U$ polpnomifdjieri 

^aM fiir g)otehiett i!ibeteitt(!immu 

(£ntmid^e(ung ber ^acuUdten na$ ^otenjeri beif 
©rnnbja^I unb ber Slfferenj. 

^etrad^ten mir er|ilic^ bie %aculi&t mit gan^em pefUioert 
Gjrponenten: * 

(a,d)«^=a(a+d)(a-f 2d)(a+3d) ... [a + (n— i)d]. 

S&iirb bie ^u(tip(icatioh b^r ^aUoreri nacf^ 65 oerri^tel/ 
i^ er^alten wir: 

% 



^ 



390 
(a, d)» =a (i a-—' S,' [d , sB, 3d . . . (n— 1) d] 



/ o^n — 1 



ober, weir jebe j^ur Sfoffe w aenommene Somplcjrion ber Sfe* 
menu d, 2d, 3d . ,«,. , (n — 1) d ben factor d^ in fic^ 
be^reift : 

w 

(a , d)° = @ a"—'' d'' £w [»/ 2/3 ; ♦ . ♦ (n — i)] 

unb n)enn n)tr ber ^ttrje wegen 

6w'[i/ 2, 3 . . • . (n— 1)] =s Fw feftett/ 

w n 

(a,d)« = Fw a^-'^a^'. 



o.n — I 



£)tefe ©leic^un^) brAcFt bie SntwicFetung jeber S<^cu(tdt 
mit ganjem pofitiven SAponenten na(^ ^oten^en ber ®runb« 
ia^( unb bev different <^u^» 

n 

Stir Fw l^dben n^tr nac^ lot) ben inbepenbenten 'iiutfbxud 

F = g (".- ■)« 

a! b! c! it. a« 3* 4' »«• 
[ft/ b/ c « • ••] 
a + 26 + 3c -{-♦•... = w 

unb tiatfy S3, 3% wenn man bie domplerionen von 

g^ [i , tt/ 3 . . . . (n- i)] , 
weld^e ba^ ^cct)|le (E'lemcnt n — i ent^alten ^ von benjenf^en/ 
roelcf^e e^ nicf^t ent^alten, abfonbert, bte ^ecurfton^formet: 



n n — 1 n— I 



Fw = Fw + (n— 1) Fw-. 
Diefe le^tere 5^**»"^^/ ^^i ^«*'^» 'ifniuenbung man offen» 

n u 

bar Fp = 1/ unb F— w == o le^-en luirb/ i(l jur Eonflruction 



n 



einer Sabede fur bie Sert^e be^ (£oefftcienten Fw T^orjildri^ 
bien(t4f. 



fl93 

benH,, H, fernerH,,H„Hj »rfi^e u. f. f. Dleft fBrfid^e 

tann man gdn ^lic^ oermetbeu/ wenn man ben Soefftcienten Hr mtt 
Uv gaoultd't (w-|-r) ! multipficirt, unb ju^teic^ (n,— .i)w+r turcj^ 

(w 4- r)! bi\)ibirt# woUi > * ^ in ben 25inomiaI' 
^ ^ (w+r)! 

Coefficienten f^l^jj tlterflel^t. 

w w 

©e§t man nun H, (w-J-r)! = Gr, fo wirb 

F. = Gr ( ". J 



»>w 



2)ie SigenfdE»aften ber binomial -Soefficienten per^effen 
i'icx in einer fe^reinfac{^enSKecurfio,it^forme( fur ben Soefficien* 

w 

ten G, • 

e^ i(l ndtmli^^ nctdj^ 75: 

SJuit i|l Gr f "":' ) = "Fw 
i,w vw-f-r/ 

unb Fw = "F»+(n— 1) °Fw-. 



arfo (n-0 F,_. = ® G. (^174.,) 



5(nbererfeit^ ifl ater 



F,_. = @ G, r »-_; ) 

«rfo (n-x)"i:_. = ©3: (B-.) (^LT+r) 
ferner i(t 



# • 



294 

+(w-.+r) (,,17;^) 

ta^tt l^at man 



W 1 W 1 



SBeU fomol^r GJ aUviU^ Gw bie 93ebeutung 9?u(I "^aUn 
mu^/ fo fann man 






M. e(w+r)'5; (;-;i) 



W — I 



«nb ® (w- .+r) a (^ILTVr) 

f4)ret6en / n^oburd^ ^att * 

(n-O F:_. = (w~.+r) ("gL. +'gI )(^l74.r) 



n — I 



©tellt man bie betben fur (n— 1) Fw-t erl^attenen 2(m^^ 
hvixde in eine Oleicl^una iufammen, fo f^at man: 



f. o. (.17+.) = 



= 5 (»-.+.) ("5^. +"5: ) (,174,) 



betiH,, H, ferner H,, H„ Hj SBrfic^e u. f. f. Dlefe»ra$« 

W 

fann man gdnjIic^Dermeiben/Wenn man ben Soefftcienten Hr mit 
ber gaoultdt (w-f-r) ! muUipricirt/ unb ju^Ieic^ (n,— .i)w+r turcj^ 

(w 4- r)! bbibirt^ wotei ("i-'O'^ — ^ j^ ben 25inomiaI' 
^ (w+r)! 

Coefficienten '(^^pj dterflel^t. 

w w 

©e§t man nun H, (w-J-r)! = Gr, fo wirb 

n r w ^ -v 



>/W 



2)ie SigcnfdE»af ten bet binomial ^Soeffictenten per^effen 
l^icv ju einer fe^reinfad[^enSKecurfio,it^forme( fur ben Soefficien* 

w 

ten G, . 

e^ i(l ndtmli^^ nctd^ 75: 



r w 



n — I 



SRun ijl a (;-;) = "f: 

unb Fn — Fv+(n— i) "Fw^. 

^(nbererfeit^ t(i al5er 

. F,_. = @ G, ^„"7' ) 

ferner i(t 



« • 



29* 

= (w+r) (;;;;;) + (w-.+r) (^17;.^) 

k>a(ev l^at man 

W 1 w 1 

9Bet( fomol^r GJ al^atd^ Gw bie 93ebeutung 9?ull l^al&ett 
mu^/ fo tann man 






natt (wWg: (;-g 



f4)ret6en / n^oburd^ ittan * 

(n-i) F._.=0^(w-i+r)Q Gr-.+ G. )(^^^^^) 



n — I 



®UUt man bie betben filr (n— i) Fw— 1 erJ^aftenen 2(u(J* 
trtide in eim®Ui^nnQ ^ufammen/ fo l^at man: 



G, (" "-: ) 



^ ^^^ (,,_,+r) ('a_. + G. ) (^17;.,) 



i 



\ 
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Siefe (Sfctd^una i(l a6er, wie il^re gorm jeigt, eihe iben* 
ttfd^C/ folgltc^ Unn man 

G, =,(w— i+r) ( Gr_.+ G, J 

fe^en, woburd[> bie cUn t^erfprod^ene Mecurfion fiiv Gr auiJ^c- 

txMt with. 

I 
®« G, = I iftf fo flnbft man nun teid^t :. 

G,r=aG.=2; G,=3G.=3 

6. = 3G.r=6} 'G, = 4(G.+G,) = 3o; 

G, = 5G, = i5 

u* f. n>, 

X>ie %acultit mit ganjem ne^atioen (Srponenteii 

(a,d)-«= I • 

(a— d)(a— 2d) (a— 3d) . . . (a— nd) 

U^t j»ij> nfl^ 67 entmicf ein. 9J?an pnbet : ^ 

(a , d)-? = ^ — . £»„ (1, 3, 3 . . . . n) 

w 

= ,v3 a-«-^^ d^ dtOw (1, 3, 3 . . » . n). 
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35eietcl^nen mix, ber 2(na(ojie mtt Ut in 149 ^efii^rtet^ 

— n 

SWw (1/2, 3 • • . . n) burd^ F^ / 

yr — n 

fo i(l (a , d)-» = @ Fw a-«-^ d^ , 

o ' 

— o 

Silr Fw dt6t 110 ben inbepenbenten 2fit^bntcC: 



—n 

Fw = 



a ! b ! c ! k. (a 1)« (3 i)^ (4 !/ 2C. 
[a, b, c •• • • •] 
A "H* 2b -|- 3c -4-» • • • • • ^ nf 

<^ + 6 + « + ^^ + ■'^ = g / 
iinb 53/ 4) bie Mecurjion^fortnel 

— n — (n — 1) — n 

Pw = Fw .+ D Fw— I / 
t—n — a 

]^ei bcren ©ebrauc^ t'o 7= */ ""^ F-^w = o gefegt werbeu mug. 
gol^enbe, nac^ btcf^r Stccurfion^former bercd^ncte, %aUU^ 

n 

tnt^aU b]e erjlen SSert^c von Fw- 



11== 




2 


3 


fr=o 




1 


1 


1 


^2 


3 


6 


s 




7 


25 


3 




i5 


qo 


4 




3i 


3oi 


5 




63 


966 


6 




127 


* 











8 



I 

< 

10 


1 
i5 


1 

• 

2! 


1 

28 


63 


140 


266 


'462 


33o 


io5q 


2646 


snso 


1701 


6951 


22B27 


63987 


7770 


42525 


179487 


627396 


'Hio5 


146730 


1 33 3652 


* 

3715424 



36 



'75o. 



xi88q 



159027 
1899613 



^0912330. 



\ 



31)7 

3«b^ 3<^M i" ^»^^^ Safreffe mirb er^attcrt/ wenn man 
tie il^r in l^ortiontafer 9tid[^tun.(j*n(l[cl^fl\)or^ergel^enbe 3a^( JU 
tern ^robucte ber i^r in oerticaler Sti^tntiQ n<![(^jioor^ergc^en< 
ben mit bent S^^S^^ ^^^ iu^e^Srigen 93erttca(«€plumne abbirt* 

B 

2>ai in i5o jar Slran^formation t9enF^angew^nbte93er« 

— -n 

fal^ren fann audf auf Fw iibertragen werben. 

i0?ah fege aM^ ben in iSo anf)eful^rten @runben 

)t)ohi J* ein von n freier Coefficient ift^ fo ftnbet man we^eti 
\w-J-ry \ w-f-r y ^ \w — i+r/ 
F, = @ J, ( T+r ; + ® I. U^+rj 

Tfber ei i(l audl> F, =: F»' + iTPw-./" . 

-^n r w /'w-l— n 1^ 

f?t8li<^ n F„_. = ® J, (^I^+J 

— « r w— ri /w4-n — 1\ 

2>i« ®le««()una F^. = @ 3, ( ^L^+r j 

ibt n Fw^, =0 Jr n (^_ij_r ) 

= Jr (n-r+r) U_j+r J 



Dibt 



»*W— I 






(Sine anbere fRrairfion^formrt fir ben'CoeffUunten Fw 
crjtBt ft<^ auf fcfflenbe 2frt: 

e^ ifl (a, d)-+« = (a, d)» (a + nd) 
iinb (a, d)«+« = a (a + d, d)« 
fofgric^ (a , d)« (a -f-nd) = a (a + d , d>« . 

3 jl nun (a , d)» = © Fw a--^ d'', 
fo ifl (a-f-d,d)> = © F, (a+d)— d» 

= @ p. d' ("T*) a-*- d. 1 

=» @ @ ( r j Fw a— (»+•) d-+' . 

o o ^ • 

ttlfo/ wrnn man w + r = T fegt: 

Ca4-d,d)- = @ ra---d-© ("ZJ)K] 

fexntt ifi, toie manaui ber in i53 gefiil^rten dted^nung erfitj^t, 
wenn man bort n4- 1 jlatt n^, nnb t jlatt w fc^reibt: 

(a,d)» (a+nd) =0 (Ft + dP^^,^ a-h-T ^r 
2J?an l^at balder bie ®Ui^un^: 
& (^Fr +ntyL,J a»+«— d'^ =; 

=.@j^an+-va.@(:;-;)F^J 

^u^ werd^er, ber ^bentitd't bciber ^^eifc cicmap, menn man auf 
bie Socfficienten ber gtcic^namigen q>otenieu Donaunbd fiejt: 

o,r ^ ^ 



3oi 
U6 ^eipt : Ft + n Fr^, = @ (t— w J *'* 

+ c-F'o F« + (v) J. , 

ober (r— i ) Fr-i = @ U— w J ^'^ •. 
©d^reitt man tier v+i ftatt v, fe er^t fid^^ 
vF,= ® (y+,_wjFw, 

wetc^c JWecurfion^formel fomo^r fur pojitbe/ aW oud^ ftir ne* 
^attt^eSert^eoon n atitDenbbar tfl. Ste jeigt/it^te^S^ere Som* 
btnation^!Ia|Ten ber naturltc^en 3<)i^t^n i/ 2/ 3^4 •«.• fomol^t 
o^ne/ al^auc^mttSBieber^otun^en/ au^ alien ntebrtgern Sombu 
nation^EIaffen berfelben Slemente bered^net raerben (8nnen* 

SntmicFelung ber ^otenjen nad^ ^acult&ten 
mil einer beliebigen £)iffereni. 

Da,ftdS> iebe gacultqt (a ^ d)» , beren gjcponent n etnt 
gan^e^ pofttbe ober negative 3^t)^ ii^/ unter ber gorm etned 
na(^ faUenben QOotenjen ber ©runb^al^f a, unb nac^ fle^enben 
^oten^en ber Z)ifferenj d fortfc|)rettenben 2(u^brucfe^/ nd'mlic^ : 



w n 



(a , d)» = @ Fw a°-^ d^ 

o 

barfleUen td^t/ fo fann man umgefe^t fragen/ oft e^ ntd^t 
etn^a miQli^ nxSre/ etne ^ote^ii a"" / beren (Sjtponent ^ter eine 
flange B^\)l fepn mo^/ b(og burd[» gacuUcften au^jubn!icfen ^ 
n)e(cte hie SBur^el a btefer $oten^ jur @runbjal^(/ unb eine 
^eQehene 3o()I d i^ur Siffereni ^abetu 

£)tefe Srage ()at ojfenbar mit bem^ro6tetfi b^r Umfej^rting 
tcr.9?ei()en eine. gro^e 2letntictfeit^ n)ir wplUn ba^er aucf^ bir 
jiur Hufli^unQ be^ le^teren in 84 angeroanbte SHed^nun^ fur 
unfere ije^enrndrti^e Unterfucj^una jum 93orbilbe wd^Un. 



3oa< 

2)iefem qmi^ mutttplictren toix bte ®U\^unQ 

w n — r 

(a , d)"-* = @ Fw a«— '~^d^ 



mtt ctnemi}0r ber ^anb nocf^ un(efltmmten factor Ur d' , unb 
ne^men beiberfett^ in ©ejug auf ben S^i^^v '/ fc^n wit eine 
gan$e poftttPeBd^l fepn laffen/ @ummen oon g(ei4)ern Umfange^ 
fo er^atten ivir : 

® Ur (a,d3°-'d' = (S lUr d' ® F^ a»-^M^ I 

o o I. • J 

unb wenn wir r + w=:v fcftcn: 

S Ur (a , d)«- ' d' = I a«-^ d^ © *" F^'' Uv-w I 

= Uo a« + ® I a— ^ dv Fw Uv-wl 

a^ fe9 nun Uo = i; unb filr alle SBert^e t>on V/ weldfe 
bie 9?uae dberfleigen : 

w n— T-J-w 

,Fw Uv-w =o 

n^eburc^ eine 9tecur(ton iimfd^en beit SBert^en opn Vy fe|i^€« 
fegt ivirb/ fo er^ibt fic^ 

r 

a« = ® Ur (a , d)»-' d'^ 

o 

i56. 
2>ie 9texur|t0n^ « Sovmef 

w n — -r-l-ir 

@ Fw U._w = o 

l|l jur aSefltmmung b^r 2Bcrt^e 9on Uv nid^t ^inreidfyenb ein* 

fa(^/ ba fie bte ®r5f)e Fw aid ^e^ebm vorauiM<@t« Sine etnfcu 
^ere 9^ecurftondfonne( n)trb cr^alten/ n^enn man bieSBert^e/ 
n>et<()€ Ut fiir i^tuet unmittelbar aufeinanber folgenbe CSrponen^ 
ten n— i/n annimmt/ mit einanber 9ergleid[)t« Urn jeboc^ bU 



3oJ 

man Ur flatt Ur, fo bap 

r B 

a» = @ Ur (a , d)"-» d' ifl. 

o 

S}\exau$ foljt 

r n — I 

an-i == @ Ur ^a , d)«-«-* d' 

o 

€^ ift aUt a» = a , a»^', alfo 

r n — I 

a» s= @ Ur a(a, d)»->— »d» . 



®tatt a(a,d)n— >— ' fann man 
[a+(n — 1 — r)d — (n — i — r)d] (a,d)°— »— » t=5 

=55 (ajd)"*— » — (n - 1 — r)d . (a,d)n^>— » fegen ; 
ba^ev n)irb 



r n — I r n— i 



a" =.(5 Ur (a,d)»-«^ d» — @ (n— i— r) Ur (a,d>--i-'dH« 



n— I 



tinb n^enn man U.i = o (^etten (d^t : 

a» = @ Ur (a , d)»--'d' — @ (n— r) U,-, (a,d)»-' d* 

o o 

= ® r^l — (n — r) "Ur-K ) (a , d)«-' d' 

^etc^Uid^t man tiefen unb ben oberen ^(u^brud fiir a' 
fo finbet man 



n — I 11 — 1 



Ur = Ur - (n— r) Ur_. , 

n 

weid)e ®Ui^unq I^Sl^ere SSBetl^e x^on Ur au^ niebriflern mit 
Sine aufmerf'famere S^ctrac^tung biefer ©reid^un.g fil^rt 

B 

ou$ fo^reic^ jur nd'()eren ^eiintni§ ber ^ebeutung ©on Ur • 

SBtr mufTen ^uraber bie SiSUe/ wenn n pofitio unb nego-* 
tip t|l/ 9on einanb^r itnterf((^eiben* 



3o4 

S&dre Vr, infbfern n eincQan^e poftttoe Sa^lUUutU, bie 
@umme ber Spmbinationen ber dumente 

— 1, — 2, — 3f — 4 k. — (n — ^r) 
^ur rten ^taffe mit SBSieberl^oIun^en / fo roilrbe nad^ 53/ 4) 
ftir biefe®r3pegenaubie o6ener^aUcne9tecurfion^f0nne(@tatt 

jtnben. 

Z&^t fidf nun bie ©tetd^uns 

Ur =SWr [— t/— 2, 3*..— (n— r)] 

flit benSaHr = o u6)tftxtxden, fogilt biefelSe fur jebenSBertji 
Don r/ ma^ hnxi) biefelben ©d^IitfTe betuiefen roerben tann^ 
mittelfl roef^er in no bi^ ©teic^^eit ber bote vorfommenbeit 

@r6pen Jt unb Cy begrilnbet wurbe. S^ tfl aSerUo = i un^ 

St»^[--i/ — a f — 3 i ♦ • -=-(n — r)] = i 
fofsHcf) ^at man Aber^aupt 

tJr =(twr [- 1/ —2/ — 3 . • ♦ — (ri— i*)] 
= (—17 Swr [i/ 2, 3 . . . (n — r)] 

obet/ mit 9tt!c!ft(^t auf bie Sebeutung oon Fw in iSi 

4-tt — (11— r) 

U, =(— ly F, 
®e|t man ferner in ber ®(ei4)un() 

n D— 1 u — I 

Ur =Ur — (h— r)lJr-.. 

urn ben gafl/ wenn n eine ganje negative 3<^l^( t)or(ferft/ ill 
grwdflung ju jie^en^ — (n — 1) ftatt n, fo ^at man 

• — (n — 1) — n — ;a 

Ur = Ur + (n+r— 1) Ur-i 
-^n — fn — i) — n 

dber Ur = U, — (n+r— 1) Cr~, 
ilri bi^fetbe Sfecuvjion ifl bie ^umme ber Somlinafion^ii 
.ber gUmente — 1, — 2, -^ 3 • . . — (n+r — 1) jur riert 
^(afT^.ol^ne SBieberl^cIungen gebunbeuj aucj) ifl 

Up= e. [—J, —3, — 3 • . . — (n+r^i)] =.1 
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f»(g(id^ iff matt Utttj^ti^t 

— u 

U, = Sr [ — 1/ -—2, — 3 . . • ~(n+r-^i)i 
= (— 1)» dr iir'^f 3 * • . (ni-r— 1)] 
tber H)a0 (affe(6e ifl/ 

— n -j-n-f-T 

U, = (--I)' F, iw fe|en. 

Sa ater biefer 2{u^brucf au^ bem oben ft5r tlr gefunbeneri 
^ert>orgel^t, wenn mon ba3 3eit|)en r)6n n <i[nbert> fo gilt bi^ 

n — n-|-r 

tJr= (— 1> Fr 

fomol^t flit i)ofittt^e, af^ au^) far neflatit)e SBertl^eber S^il^t i** 
59?an fann alfo bie im SSorigen abgefeiteten gigenfdpafteii 

n 

ber ©rggen t)on ber gorm Fr auf bie ©rBgen t)on bet gorm 

n 

U, fibertragert* 

2>ie obigeh ©leitungcn jeigen oud^ , bag/ mnn h einert 

li 
ganjen pontioen SGBert^ erl^drt, bie ©rogeUr t)erfj;tt)inbet, foi 

iaib r gv8ger wirb, aU n— i, unbbag tJn~, = i ifl* 
Qi ijl alfo fiir pofitine ganje grponenten 

r n 

a™ = @ Ur (a , d)»— ' d' 



o.n — I 



3|i l^in^egen n eine liesatiue 3a^I/ fo iduft bie 9tei^e fiv 
a" dl^ne gnbe fdrt 

2(u^ alien bi$ ^ie^ev dngefteaten Unterfudpungen Uu^Ut 
fibrigen^ hk anorptifd^e mi)tiQfeit ber eombinotioneu ber nat 
tJirli^^en S^l^fen, fowol^f o^ne, at^ aud;^ mit SDBieberJ^otiingen/ 
l^mreid^enb f>ert>or, fo bo§ wir cine Sufammenftenung i|^reif 
im 93origen an mel^reren Orten bewiefenen merfwvlrbigen Si^ 
flenfcjiaften, bem aufmerffamen gefct fiberfaffen fgnnem ' 

U 
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©ummiruna.<)Ieid&l1amiaerq^otenJenber ®Iieber 
einer ar it^nu ti fd^en g>vogreffion b«r^ 

Siegormel, mli^e tU g>otenjcn burd^ gacultdten il^rer 
SBurjeln austrucft, funn auf tie ®ummivung ber SKei^e 
an + (a+d)** + (a+2d)« +(a+3d>» + K. + (a+xd> 

= @ (a+vd}» 
ongemenbet iverbem 

e^ i(l n&mii^ na^ i55. i56 

(a+vd/ = @ Ur (a+rd , d)*-» d' 
fptatidS^ 

@ (a+Yd)«» =2= @ \Vr d- S (a+vd,d)»-* 1 . 

SBir tt)oIIen nun ba^ ^l^^regat 

@ (a -|- T d, d)°— ' 

auf einen einfadben 2(u9bru(l ju rebuciren fud[^en. 

2ru^ ber ©runbei^enfdSjaft ber gacultd'ten folgt/ m mag 
tt>a^ immer fur eine 3fl()l bebeutcn; 
(a-{-vd,d)"»+*=s:;(;i + vd, d)"» [a + (y + m)d] 

' =(a+Tcl,cl)'" [a+(v— i)d] + (a4-vd,d)«.(m-}-t)il 
2ibeV ei iff fur jebe^ m 

(a + vd^dj^Ca + Cv — i)d] = [a-f (v-r- i)d,d]'"+' 
ba^ct 

(a+vd,d)«-f* == [a+(T— i)d,d]>»+>+(m+Od(a+vd,d}"» 
ofcer 

(m+i)d (a+Td,d)« =(a+Td,d)»+* — [a-|-(Y— i)d,d]«+» 
foIflHdb 



\ 
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*(m-f-i)d'@ (a+yd, d)™ = 



0/» 

▼ «- ▼ 



= @ (a + V d , d)*»4-« — @ [a4-(T^i) d , d]'»+' 



o*x o.« 



5ttf ein e« ijt : 

Y ▼ 

@ (a+Td,d)'n+« =:@ (a + V d , d)«+' +;a + x d , d)"+« 



0,% Oyt— 1 



[a+(v— i)d,d]«+'=: (a-d,d)'«+4-@ [a+^v— i) d,d]«4-« 

= (a— d,d)"+«+e (a+vd,d;»+* 

bfX — I 

clfo 

(a 4- V d, d)"+' — ®[a+(t — i)d, d]"+^=: 

o,x o,x 

== ( a 4- ^ ^ , d)">+« _ (^a — d , d)«+^ 
foI^Hcf^i n^enti man bief^i^ SH^fuItdf in bbig^ ©leid^ttn^ fu6fii« 

V 

tuirt, unb ® (a + vd,d)* fiid|>tJ 



o^x 



/^/ . 1 -IN (a + xd,d)"Tl-'— (a — d,d)">4-« 
o,x '^ (m-|-i)d 

tyjimmt man niitt i«*-=ii — r, fo <rl^aft man:, 

0(a+td)« =*s^ -— [(a+xd,d)'»"^>^-i— (a-d,d)"-'+>]| 

to,x o \J^ ^' i~* I 

toobei Ur = (~i)' F,. i(l, unt> au^ ^afctn, tit hadb ber 
bbeh ertfeeilten 2(nit>eifUng ju b^red^nen finb/ flenomraen werbert 
Bnnte. 

S^ fe^rtim einen fpccicUeren %an tor ^fuigen ju l^aben, ' 
& = I, d = 1 J ferner fei) n eine 5an,\e j>o(itbe 3oi^J/ wnb 
ftatt X werbe x — 1 gefc^t, fo ffnbiet man, ba ^ier r ni(i[>t grS* 
fer werben !ann/ a(d n — 1 : 

U 3 
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T 
T 

® T" = 1° + 2» + 3» 4- 4" + 2C + ^^ 



n 



21ber (o, 1 )«—'+» tjerfc^winbct, meil n — r + i jlet^ eine 
ganje pofiti\)e Sa^i ijlj ba^er l^at man: 

n 

^ ' Ur (X.l)n— «■+« 

@ ^n -_ ^ 

U, = Fr '=^ (-1)' (£m [1/ a, 3 . • • . (n— r)] 
aud[> fo au^gcbrucft werben fann: 

®v"=® ■ ■ ewr [ 1/2/3 ••.(n— I*)] (x,i )--'+• 



(gc^t man ^ingegen a = x/ d = — i, fo ergibt pd^; 

V 

@ (X — y)° / ober 



o.x 



T -• fUr f— 1)'— ' 1 

^ (S T» = ® I — 133;^ — [(o,-i)"4-«'-'— (x+i ,- 1 )«-'+'] I 

i,x o^n—il^ ^ r-|-l J 



n 



(_iy Ur 

= @ ; rx+ 1 , — i>— r+1 



r 



@e|t man n — r=:w, fo er^dU biefe ©(eid^ung bie ®e(la(t: 



V ^ 1 



;j£)V* = ® SWn-w [1/2, 3...wl(x+i,— i)^-i-« 

2)i'iicft man aber SWn—w (i / ?•/ 3 * • . w) nac() ber er« 
(tern ber in no gegebenen goi'meln burd^ etn combtnatovifd;^^ 
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Jifligregat au^, fo wirb/ wenn man tie bciben ©ummenjci^en 
in eined jufammen^iel^t : 

;: n! (x+i, — !>+» 



i«x 



(w+0 a ! b ! c! zc. (i !j^ (- !)^ (c5 !)*^ u- 

[a, b, c w] 

a + 26 + 3c -J- . * • . = n 

eine former/ weldj^e/ fo wie bie mcifien ^auptfo^e bcr S^eo- 
ne ber ^acuttd'ten^ ben ^emii^ungen ^ r a m p'^ il^ren Uvfprun j 
pcvbanft 



■^^ 
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>»^ 




iel>ettte6 ^apitel- 

Stgetifdjaften ber algcbraif^en ?(u6brudf e 
in 95eju3 auf bie gegenfeitt^ SBerUu* 
f(3^ting bttrtn t)orf ommenber unbefltmmter 

® r 6 ^ e n. * 



i58. 

^U5entf man in einem afgebraifd^en Tin^hxude eini^e ber 
barin ctit^altcnm unbeflimmten ®r&§en auf aQe m$d(id!)?u 
7(rten untereinanber penoec^felt/ fo ba^ fd'mmtltc^e aritl^metifdS^e 
Operationen/ weld^e bie gorm bicfe^ ?lu^bru(fe$ mit einer 
berfelben r)oriunel^men vorfdj^reibt/ me e6 bie ^erwed^^func) 
gebadj^ter ®r6gen mit fid^ bringt, auf eine anbere ilbertragen 
tt)crben: fo bteibt ber ?(u^brucE entmeber fletd ber ndm(ic{;e/ 
inbem bie oor^enommene ^ermed^^lung ber i^m jum @tunbe 
Tiegenben ©rSgen J^Sc^flen^ eine QSevdnberung ber Orbnung i\ur 
Soljoe l^kit/ in .n)e((^er bie einjelnen ®(ieber beffetben erfd^einen ; 
ober ter Tiuihvud d'nbert jtdj^ bei alien f ober au^ nur bei ei« 
nigeifr bjr extodf^nten SJermed^efungen , inbem babei ©fieber 
ent^e^etii toel^e fru^er nic^t oorl()anben luaren^ 

Sin algebraifc|)er liuibvudt , weldj^er fidj^ bei feiner gegeuf 
feiti.()en 93ertauf4iun^ einiger in bemfelben t^orfommenber xxn^: 
l^eflimmter ©rSgen t>erd'nbert, ^ei|}t in»ejug auf biefeSrSgen 
fin fpmmetrif4)er; finbet ab^r ba^ ©ejent^eil ®Mtir 



3ii 

fo mkb ber 2(u^bntc! in ^eju^ auf bie ©rS^ett/ ibev meldE^e ftd^ 
bte 93erwec()(j(un3 erftrecEt/ eirt^un ft) mmetrifd^er genannt* 
^ei^eic^nen wir aUe ©rSfjen eine^ Jlu^brucfe^, wetdf^e ber 
93erwedS)^(ung untertie^cn/ ber teit^tern Ueberfic^t wegeif/ bur^ 
einen ber (extern a3uc^flaben he6 Mlp^abet^/ j. ^. burc() x/ weU 
4)em wir/ urn bie einjefneii ®xi^m von einanber ju untcr* 
fd[)eiben/ bie gen)6f;n(id^en S^i^^^* anl^d'ngen , fo finb 

X3 Xj +X5 X;+X3 X| + X5 xj -f-x| X^ +xj x| , 

xl + >^j+xj + 6(x»xj+x«x^ + xjxj) 

fpmmetrifcf^ej^ingegen 

xj x5 4, x| ; Xj + Xj+ 5 X, X, X* 

unf^mmetrifcl^e 2(u^bru(fe ber'OrSfjen x^^ x,, x,. Unter ben 
beiben Ie|tern d'nbert fi(i} xf xj + xj bei jeber ^Btrmec^^fung 
t)on x^» X,, X3; ber onbere x* + xj+5Xj x, xj d'nbert f!c^ 
t\ii)tf tt)enn man x, mitx,/ fonbern nur, wenn man Xi mit 
Xj ober X, mit x^ t)ertaufcf)t. 

©ei ben fo eben ^egebenen Srffarungen l^aben wir jebodE^ 
immer bie Qv&^te 2(U5emci'nl^eit ber SSBert()e ber jur oerwecf^feln* 
ben ®ro(5en vor ^Cuijen, fo bafj mir pon ben SSBirfungen ein* 
jefner numerifdj^er 93eflimmunjen berfe(ben Qdn^iid) abflra* 
l^iren. 

Sn be^jS()at i|l e^ nid^t fd&wer ft^ ^n tiberjeugen, ba|5 e^^ 
liu^bvMe gibt, n>errf)ie bei einer beliebigen ^ermedj^Iung 9en)if= 
fer barin vorfommenber ®r6j5en unoerdnbert bfeiben > fobafb 
man biefen ©rogen feft^efeftteSBert^ebeiregt; jebodE) fid; fo.9(ei^ 
d'nbern, wenn man biefelben bur^ anbere 3<^^ten erfe^t* 

®o ge^t i» ©* ber 2lu5bru(f x, x. + X3 x^ — 3 xJ, 
wenn man x^ mit x^ t>erwec^fe(t ^ in x^x^+ x^ Xg — 3 x* 
aiber/ unb im 2(Uc)emeinen i|l hxne^wc^i 

^^ x,+x^X4 — 3x;=x,x,+r,X3— SxJ* 

©efet man aber x^ = a, x^ =3unbx^ — X3 = 16/ 
alfo J/ 58. X, = 16; Xj = I, fo werben beibe ^(tt^briicEe einan« 
ber jfeic^. X)ie 9ted[^nung gibe n)irf(ic(^ : ^ 
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2 . i6 + 1 . 3 -^ 3 . 2« = fi3 
unb 3 * i6 + J . 2 — 3 • 3* s=r a3 



i5(). 

^ 2)ie fpmmetrifcf^en Hu^hxxiie fajTen itd^ in einfad^e unb 
in jufammengefe^te abt^eilen. Sr|{ere entl^alten nidj^t 
rnel^r ©(tebet; aU ium Sefle^en i^rer ^pmmetrie erforberlicf^ 
finb, unb laffen jTc^ balder in fcine Sl^eife jerlegen / wrfd^e, ffir 
04^ atiain Utva^Ut , fpmmctrtfc^e UnitxMt mdfen ; bei ben 
lectern ftnbet ba^ ®egentl^d( @tatt/ {te be{te(^en n(iini(t(^ au^ 
einfad^en fpmmetiifc^en 2lM^brilcfen, 

@o i|l J. a3. ber erfle ber in i58 angefil^tften fprnmetri* 
fd^en 2lu^bn!i(f^ ein einfad[^er, ber anbeve aber ifl ein iufam> 
inenj^efelter/ unb be|ie|^t ou^ ben etnfad^en 2Cudbnld!en 
xj + xj + xj wnb 6 (x; xj + x« x« + x; xj). 

i6o« 

SBenn ein einfad^er fpmmetrifc|)er, auf n ®r8^en x,/ x^^ 
x^ « • • . 3Cn ftdf) bejiej^ehbet/ 2(udbrucE ba^ ^robuct 

^a ^ c 

*, X, Xj . . . • X^ 

iu einem ®(tebe l^at/ tt)obei r ntdE)t grS^er ifl/ a(d n/ fo erl^dlt 
ntan fd'mmtlid^e ©(ieber biefe^ 2(u^bru(fe^/ inbem man pile 
Combiitation^formen ber n ©rSj^enx,, x^/ Xj . • ; Xu jur 
rten Piaffe o^ne SSBieber^oIungen bitbet/ unb ben ^ut georbne- 
ten SCementen berfelben bie r Srponenten a; b/ c • • * « f 
in aUen mS^Iicl^en ^erfe^ungen bei(e()t« £)enn biefer 2(u^brHcC 
foU |id[^ burc^ feine gegenfeittj^e ^Sertaufcf^un^ ber ©r&^en 
X,, X, /Xj . . . ♦ Xn r)erd'nbern> in bemfe(ben mfiffen a(fo 

wegen be^ ®Iiebe^ x* x, xa . ♦ • . xj aOe t>erf4>iebenen 9^r(>^ 
bucte a(^ ©lieber erfd^einen/ wef(^e a\x^ x* x^ x, . • . . xj 
bMrd^ iebe m6gtid[)e ?Senuec^^runfl ber ®r6gen x,,Xj|,X3 ... i^r 
\WP^^ Mnter fi(^/ al^ auc^^ mit Hn ilbritjen 

Xr+i/ X^_J., /. Xr-j_3 • • • • Xa 
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entflel^ert Unmn, bamit (ei ieber biefer ^ertauf^^ungen ein 
©Ueb ©orl^anben fei?/ in wel^e9 x* xj Xg . • . „ xf tiber* 
ge^t, unb wefdj^e^ fid^ wiebcr umgefc^rt in x* xj x|... x^ oer* 
wanbelt. £)iefe ^rpbucte merbeit abet ^erabe burc^^ ba^ fo iUn 
anflc/jebene 93crfa^ren erAeu^t* 

2)a ttber jebe unter ben ®r6gen x, , x,, Xj . • • Xa 

benfbare SSertaufd^un^ in jebem ber ^cnannten ^robucte nic^t^ 
weiter j^ur SoI<)e l^at/ a(^ baj^ Mvin anbere bet ©rogen 
X,; x^, X3 . . . . Xn mit veronberter ©tellung ber S,rpo» 
nentcn tjorf^mmen; fo i(l^ man mag biefe Oro^en n)ic immer 
vnter einanber ©ertaufc^en ^ fiir jebed ber bur4> obtge^ 93<rfal^* 
ten erjeugten ®(ieber ein Oe^enitjlieb oorl^anben/ in weldj^e^ 
e^ fld^ t)envanbelt/ unb burd^ me(c|^e^ e^ mieber jurud erjeugt 
toxxh. 

> 

(E5 finb affo bem 2lu^brucEe, woDon x* x^ Xj ,.. xj ein 
®Iieb fepn foW, nic^t mel^r unb nidjjt weniger ©tiebetr ertl^ei(t 
n)orben/ aU jum 23e(le^en feiner^pmmetrie unentbef;r(id^ finb/ 
fo/ ba^ biefer ^u^brucE notJ^tDenbig ein einfacf^er fi)mmetrtfc^er 
fepn mirb. 

S^at ba^ ®(ieb x* x^ Xg . . .,xj einen/ t>on ben n ®r?f5en 
Xj/ x,/ X3 . . . Xu unabj^d'ngigen/ Soefficienten/ fo mufj ber- 
fe(be offenbar aCfen tSbricjen ©(iebern besi burc^ erflere^ @Iieb 
beflimmten einfa^^en fpminetrifc^en 2iU0brucfe^ unoerd'nbert i^iu 
fommen, 

161, 

T>H ^tno!fyi ber ©Heber eine^ einfad()en ft)mmetrifc|fen au6. 
n ®r6^en x,, x^, X3 . . • Xn gebilbeten ^lugbrurfe^, woipon 

X* x, X3 .. „ Xr ein ©Ueb i(l, wirb alfo burcf) ba^ q)robucfc 
ber 2(ni(a^( ber Sombinationen biefer n ©rS§en o^ne SBieber^ 
lotungen jur rten ^(affe mit ber ?(n/^a^( ber g>ermutationen 
ber (Sjrponenten &, h, c , . . £ bar^ejleQt, ^inh ba^er biefe 
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(Srponenten Don einanber burc(^au^ oerfd^ieben ^ fo tfl bte 'Kn* 
ia^( bcr ©(ieber btefed 2(u5bru(le^ 

= ^;:) r ! = (n,-.)' 

^ommen aber untev tenenSjrponenten ccgleicf^e/ J3 anbeve 
^Ux^e, 7 mteber anbere qtcic^e u. f* w. oor, fo ifl bie ^In^^al^t 
bcr ®(ieber btefe^ 2(u^brucfed 

I 

Urn affe mSgfidS^en ge<)enfeiti(jeit 93ertaufci^unrten ber ®r5r 
^en/ weli)c in iv^enb dnem .?iu^bru(fe erf4)einen/ n)ir!Uc^ ju 
ieweviftelliqen , betrac^te man biefe ®ro^en a\6 SCemente einer 
(£omp(ej:ton / permutive fte; unb bei^ie^e aUe ®(ieber be^ Tiu^* 
t>vvidi6f in me(c^en etne beftimmtc &viie entt^atten ifl/ auf eine 
bellimmte (Stclle ber erjcugten g>ermutationdformen/ fo bag 
tnan bie ®r5@en/ melc^e (tc^ in biefer ©tefle jeiaen/ nac^ unb 
nac^ in jene @(ieberfegt/ n^cil^renb man mit ben ilbri^en ©(ie* 
bern be^ 2luf$bruife^/ oon ^ermutationdfonn {u'^ermutation^' 
form, auf eine ubereinftimmenbe 2Beife oerfo^rt. 

3(1 ber Dor^elegte 2(u^brucf tin unfpmmetrifdj^er/ fo tann 
er bicfem jufofgc, hn t<m ge^cnfeitigen 9Serwec^f«(n ber barin 
vorJommenben ®vH^n, ^&d^\ten6 fo oie(e tjerfc^iebene gormeit 
aniTel^men, M e^ ^ermutationen biefer ©rogen <jibt; alfo 
I^Sd^flen^ n! gormen, wenn bie 2(nja^( ber @r6pen burdj^ n 
»orge(leC(t wirb. . 

(li fannaber ein unfi)mmetrif4)er 2tu^bru(f mit n ®r8gen/ 
6ei alien QSertaufc^ungen berfelben, autfy wentcjer al^ n! per* 
fc^^iebene gormeft anne^men; ba^er mirb e^ nic^t unintereffant 
fepn V t>ie 83efc^affen^eit ber 2(nja^l biefer gormen in fo meifc 
tennen ju lernen, aM bie^, o^ne bieStatur be^ 2(U(^brii(f e^ felbjl 
na^er ju beflimmen/ mo.(]lic^ tfl. 
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1 63. 

X>ie 2(njal^( ber t^erfc^iebenen Sortrun/ meld^e ein al^ebtai" 
fc|)ci' unfpmmetrifd^er ^u^brucE 6el alien ^ermutaticnen bavin 
\)orfommenbern ©rS^en barbietet/ ift ein S^irifer ber ^etmu* 
tation^^al^r n! biefer ®r6^en. 

^an benfe fic^ atlc gormen bed porgetegten ^(u^brucfe^ 
filr bie n g>ermutationen ber barin entl^altenen Oropen ^.eW' 
bet/ unb t^eite biefe S^^'t^^n in ^artl^ien ah, beren jcbc bto§ 
ibentif4)e gormen in |ic^* begreift/ wol^renb bie goxmen oa-fcpie- 
bener ^artjjien oon einanber abweicben ; fo miJffen jeber biej'er 
^artl^ien g(etdf)Die( gormen jened ?iu^brucfed ^u £()ei( n^erbem 
2)enn hetvad^tet mon eine gorm F, xoe\6)e t)on ben bereitd in 
eim ^art^ie jufammen^ejleUten ibentifc{)en gormen/ beren 2(n* 
jtt^l r fepn nittg; verf^ieben i(l, fo (affen fid^ immer naci&r — i 
niit F libereinflimmenbe gormen ftnben/ fo ba^ man l^ieburd^ 
wieber eine ^artl^ie oon r ibentifcjjen gormen er^d'lt. Sdfepen 
ndm(id; X^ , X, , X3 . . ♦ . Xr bie ^ermutationen ber 
xm ermdl^nten 2(uffbrucfe bepnblic^^en (SrSpen / t»el4^e ben r 
§ormen ber erften ^art^i^ jum ©ninbe (ie^en/ unb Y.^ fet> 
eine/ »on X^, X,/ X, . • . . Xr verfc()iebene/ ^ermuta* 
tiorn/ mi6^cx bie gorm F entfpric^t; ferner bitbe man Y, auS 
Yj / Yj auiJ Y,, Y^ and Y3 u. f» w. nac^ benfelben ^crmiu 
tationdgefe^en/ nad) welcf^en X^ au$ X^, X3 au^ X,, X^ auS 
X3 u. f. n?/ entjlel^t, fo werben afle aiif bie r gijermutationen 
Yj/ Y3 / Yj * . . . Yr ije^nXnbcten gormen bed ge^ebenen 
Tfudbrudfed aud bemfe!ben Orunbe einanber ^(eic^ fepn/ aud 
wetc^em bie ben ^ermutationen X^, X^^ X3 • ♦ . . X, iiu» 
^el()8ri^en gormen ibentifcf^ flnb; benn bie einma! por^anbene 
©leic^^eit jweier gormen eint6 ididbruJed be(!e^t fort, bie 
SQBert^e ber oerwec^feUen ®r6§en mSgen weldE^e immer fei;n/ 
wenn nur bie lixt ber SSerme^dfung genau biefelbe bleibt. ^an 
fiebt alfo/ baj jebe ber erad^nten ^art^ien nidjjt roeniger iben^ 
t^dfe gormen entl^alten fann , aid jebe anbere ^ar't^ie, b. f). 
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gormen. 

3(1 nun f bie 7(njal^I offer ^artl^ien/ fo mug fr=n! 
fepu/ balder i(l f ein S^eifer oon n!. ?lSer f ift i(ugreid[>bte2(ns 
jttl^t ber »evfd[)iebenen gormen/ wetdS^e ber gegcbene TTu^brucf 
l>ei alien n ! ^ermutationen feiner ©rSgen anjune^men t>er* 
ma^ ; fofoti^? *ff ^^<^f^ 2(n,^a^(/ wie oben bel^auptet wurbe, z\n 
S^eifer ber g)ermutation^ia()( biefer ©rofaen- 

164. 

(Sofl bie 2Injal^f f ber t^erfd^iebenen S^^'^ii^"/ J^^^^^'^ ein 
unfpmmetrifd^er 'ilu^brud burd^ bo^ ^ermutiven ber barin be- 
pnblic^)m ®r6pen erl^d'Uf Heiner fer^n/ af^ bie grogte/ n ni^^t 
jiberftei^enbe, ^rimja^r p/ roobei p > 2 gebad^t loirb, fo ifl 
notl^njenbig f = 2. 

S^ (d'gt (id^ er(l(ic^ bemeifen, bafi ber ijor^jefegte 2(u^brucE 
iinter biefen SSorau^fe^ungen nid^t gednbtrt wirb, wenn man 
p ber ®r6j5en be^fetben \\a6) ir^enb einem einfad^en ^ermuta- 
tiondgefe(5e (19) unter einanber oertaufdj^t. 

3wet Sompferioneu/ beren eine au^ ber anbern nadb txmm 
einfac^ien/ p Slemente in Tlnfpruc^ ne^menbeu/ ^ermutation^^- 
gefe^e entfprin^ty bejlimmen eine au^ p Sompferionen be|le* 
l^enbe ^eriobe (28). 2)en!t man fic^ atte lizn Sompleji-ionen 
.biefer ^eriobe entfpred^enben S^^»^^" ^^^ .gegebenen 2(u^brucfe5 
gebitbet/ fo miiffen unter benfelben, weil p>f i(l, n)eni£i(len^ 
jroei ibentifcf)e oovfpmmen. 2d^t man tie €omp(e;rionen/ auf 
wet^c fid; biefe jwei ibentifd^en gormen bejiej^en, unmittelbar 
auf einanber fol^en, fo beflimmen (le eine jweite g>eriobe, wet* 
d^e aber/ \i<x p eine ^rimial^r ifl, nad^ 26, an^ benfefben/ 
nur in eine anbere Orbnun^ geflettten Sompfejrionen, xo'xz bie 
er(!cre, befle^t 2)ie lixi ber SJertaufd^un^ ber Srcmente i(l, 
n)enn man in einer.^^eriobe t)on jcber Somplejrion ijur ndd;f!en 
fortfc^reitet/ immer biefefbe; bie ©fcid()beit i^weier gormen bc^ 
7(u^brucfe(5 wirb aber nic^t burd; bie t)ertaufd;ten ®r6gen/ fon» 
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bern nur bwr^^ bie 2frt i^)rer SSertaufd^ung Bebiitflt: ballet finb 
atfe gormen be^ segebcnen Hu^bvude^, bei weld^er (if(> bie 
93erme(^^(und ber barin oorfommenbeit ©rSgen nad^ ben Som« 
pterionen bev jmeitcn g>eriobe vidftet, ibentif(^. g^ befinben 
fidS) abcr unter biefen gormcn aud^ jene/ weld[>e au^ ben ^toei 
anfatiQii^ betracj^teten Somprcrionen ber ju tjertaufd^enben 
©rS^en entfle^en; ba^er finb' jebe jwei gormen be^ Dorgefes' 
ten 'Hu^bvude^, weld^e burd^ ein einfad;e(J, auf p ®r6geu an* 
gewenbete^/ ^ermutation^flefeg mit emanber oerfntipft wer* 
ben/ tbentifdS)« 

2Bie in fsB bewiefen roorben i(l/ fann ju jwei Somprerio-- 
nen/ movon etneaud ber anbern na^ einem etnfadben/ ftd^ auf 
p gUmente erjlrecfenben ^ermutation^^efe^e entfpringt/ im^ 
mer eine britte dompfejrion gefunbfn.werben; weldj^e au6 ber 
jweiten ebenfaW^ nadf) einem einfad^en/fidj) auf biefctGen pgle* 
mente bejiel^enben q)ermutation^gefe|e l^err orgeat/ jeboc^ won 
, ber erflen Somprejrion blog in ber ©teHung bveier gegebener 
Sfemente abiveid^t. 

^ierau^ er^effet offenbar, bafj ber ge^ebene Tiuibxud un* 
geinbert bletbt/ wenn man wai immer fur brei ber in bemfel^ 
ben ent^aftenen @r6|5en unter etnanber »ertt)ed[)feU. 

£)iefer (e^tere Umflanb j^etgt an, bag ber ermd'^nte/ ber53or* 
au^fe|ung i^ufol.ge unft^mmetrifdj^e, 2(u^brurf beiaOen ^e^jenfeiti- 
gen SSertaufdj^ungen ber n®r6gcn nut jiueier Derf4>iebe«er gor* 
men fd^ig i|l« 

Denn ijl A bie gorm biefeiJ 3fu^bru(fe^ ftir eine bef!imm* 
te ©teUung breier befiebiger fetner n®r8f5en/ j* 95* ber@r6gen 
^i' ^%' ^^ f n)^tdE)e gorm alfo ungednbert Meibt/ man mag 
biefe brei@r6g,en auf bie eine cber auf bie anbere ber ilberl^aupt 
moglic^en ^n>ei 3(rten (28) mit einanber i^ertaufc^en/ b. 1^. man 
mag X, ftatt x,, x, ftatt x,, unb x, jlatt x^, ob<r man mas 

X3 flatt X,; Xj ftatt X,; unb x, ftatt x^ fe|en/ wa^ wir 
ber Mv^e wegen buxtfy bie ©(eid^ung 
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[*i/ ^a/ X,] = [Xj/ X3, Xj = tXg/ X,, X,] = k 

MhtUUn woUen j ge^t fcrner bcr ttitfonfilic^e 2luebrurf 

[x./ Xa, X3] = A 
in t^,, X,, x^] = B ^ 

iiber, wenn man blog r^ mit x, ^exwe^\eltf fo mug, tnbem 
man bie brei bejeic^^netenOrogen inB untereinonber tertaufd^t^ 
au^ ben oben an^eful^rten ©n'inben ebeitfaO^ 
ba# X,, X3] =^ [x,, X3; xj •=:. [X3, X,, X,] = Bfeptt. 
. 9)?an {ie^t ntin/ wenn man biefc gormen mit einanber 
t)«rgIeiciS)t/ ba^ burd; ^ertaufdj^un^ .^wcier ber Slemente x,; x,,x,/ 
ber 2fu^bruc!A inB unb B in A fic^ tcrwanbelt. 

2)a ober bie ®r8gen x,, x„, Xg tiuv beifpicl^weife ange* 
tiommen worben fmb / unb ba^ l^ier ©efagte audf; t?on aUen 
ubtigen Semen bet in bem gegebenen 2(u^brucfe pov^anbenen 
n ®v8f5en gi(t/ fo fann bie %ovm A burc^ SSerwe^y^runj^ jeber 
jwei i^rer ®r6^en nur in Bj unb B nur in A dberge^en. 

3ebe benfbare q>evmutatiort ©on n ®r6gen fann bur^ 
fucceffioe^ .^egenfeitige^ ©ertaufdj^en jn?cier®r5gen er|;eu^t wtx^ 
ben, folQlitfy i(l ber ge^ebene unfpmmetrifc^e 2(u^brudf/ mart 
mag feine ©rS^en me immer permutiren/ nur jttjeier gorm^rt 
fa^ig/ b. 1^. e^ i(l f = 2. 

SBenu alfo ein a(gebraifc()er JTu^brucE burc^ wedj^felfeitig^ 
53ertaufd^ung oon n barin evfd^einenben ®r6^eri me^r aH jwel 
terf(^iebene gormen an,\unel[)men ©ermag/ fo (d^t berfelbe menig^ 
(len(? fo viele tjerfc^iebene gormen ju, a(^ bie grSfUe, n ni^t 
iiberftcigenbe, ^rim^a^f gin^eiten ent^dtt; fo ba^, wenn n 
felbfl eine q>rimja^( if!, bie Jfnja^f biefer perfc^?iebe^<n"g^>^^n^« 
njenigflen^ = n feprt mu^. 

- X)en ^ler vorgefrogenen merEroiirbicieh ©a^ ^at C^ucliy ge* 
furtben, unb irt bem Journal cle I'ecole royale poly technique^ 
i7me Cahier, betriefen. Ob fcbon bee bortigc SSerociS b^m unfrigen 
r^vit ©lunbldgc bieufe, fo (<e^iattet boc^ ber @enci;t§punct, au6 tveU 
6)tm mv biefcn SSemeU auffofifcn, eine ©rrpeiterung bed ©fifees 
felbp, K)ie im golsenbert ju erfej^eu iff* 
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a$ fepen p/ q, r t^on ber Sin^eit unb t)on etnanber fe(6fl 
verfd^iebene ^rim^a^Ien/ beren ®umme bte ?(njal^( n ber in 
einem (^^eiemn unfpmmetrtfc^en ?iu$brucFe ju pevmutirenben 
@r6§cn ni^t liberflei^t; ferner fcp f bic '2in}^a^{ ber T>erfdE)iebe» 
nen gormen/ tuelc^e biefer Zlu^brud i^uldj^t/ fo tann f nic(ft 
(leinet fepri/ aU ba6 ^robuct p.q. r • • * . 2C./ ol^ne = 2 
j(u werben. 

^ersrutirt man n&mii^ p ber n ©rS^ert/ q anbere ber^ 
fetberi/ ronbere u. f. w., jebe (Sruppe filr (id^/ nodj) eincm be^ 
Itebtigen etnfa4)en ^ermutatton^^efelge/ fo ent|!e()t au^ ber an« 
fdEn^Iid^en Gomplejrion ber n ®r6^en eine ^eriobe,! wetc^e/ ba 
ba^ g^robuct p . q . r , , • • tc bie fleinfle burdj) p, q/r , • . . tc 
jiuglet(|^ t^eilbare 3<^^{ ift/ p.q.r«.«.K. (£omp(e;rionen ent* 
][)drt (24). 

S)ie potmen / wetc^e ber worgelegte ?(u^brudE fiir biefe 
(Somprejrionen barbietet/ Hnnen, iijegen f < p.q.r . • . .2c./ 
ni4^t fdmmtlic^ t^on einanber \)erf4)i<ben fepit/ fonbern e^ miif- 
fen barunter tvent^flend jmei ibentifcf^e Dorfommen* Sd feoen 
in ber ernxS^nten qperiobe h unb h -j- d bie ^UUen}^a\)Un ber 
6omp(e;rionen/ auf wel^e fi^ biefe tbert4if(()en S"^*'*"^" ^^i^^- 
l^en. ipebt man nun bie b^n @teUen|;a^Ien h, h-j-d, h + ad; 
h + 3d . . .. K. entfprec^enben Somplejrionen au6 ber ^e» 
riobe I^erau6/ fo f)at man eine neue g>eriobe/ beren Somple- 
jtionen not^iDenbig ibentifc^^e gormen bed gegebenen ?fudbrucfed 
^erbeifii^ren. X>ie 3fl{)t d ifl weni^jlend burd^ eine ber ^rim» 
ja^Ien p/ q/ r . • . . :c., j 23. burc^ p, nic^jt t^eilbar; ba» 
l^er fommen in ben Somptejrionen ber neuen ^eriobe menig^ 
fiend aUe/ nac^ bem an^f^enommenen einfadj^en ^ermutationd^CJi 
fe^e ootljoaencri; fflertaufc^^uwijen ber bejeici^netenpOro^enDor/ 
fO/ baO ed t\ai^ ben im oorijjen ^^eit^etfe an^emanbten ^rinci? 
1)ien auf bie Unoerd'nberlid^feit bed ge^^bencn 2Iiidbrucfed ^ Ui 
jeber 0e.c|enfeitigen einfacf^en 9Sertaufd[;ung btefer p @r6pen^ 



3io 

fofdlidS) aud^ hi ieUv SSevtaufd&ung bveier bi^f^r ©rSpcn, jil 
fc^riegcn crlaubt iff* ©a aber biefe gof^evun^ @tatt firtbet/ 
man mog.n^a^ immer fur p ®r6geii au^ ben \)orl^a!ibenen n 
®r8§en l^etau^^eben/ ober e^ mog wa^ immer fdr eine ber on^ 
bern 3^^^^^" q/ f . • • • an bie ©teUe ton p treten ; fo be* 
l^drt ber gegebene liutbxud gewig immer biefelBe %otm, tocnn 
man wai immer fur brei feiner ©ro^en untereinanber \>er^ 
wed^felt ipierou^ folgt ober, gerabefo, U)ie in i63^ ba§ bie* 
fer 2fu^brucF, unter ben gemadf^tcn ?5orau^fegungen/ nur jiteicr 
»erfd[>iebener gormen fa^ig ift* 

Da alfo J. ^15. 3 + 3 = 5, unb 3 • 3 = 6 t(l, fo 
mug tin algebraifcber Jluebrurf/ weldj^er burc^ SSerwec^^Iun^ 
ton filnf feiner ©rSfien me^r aU ^wei \>erfdj)iebene potmen 
erl^d'(t/ beren meni^llen^ 6 annel^men. Z)a<^fe(be gilt wegeit 
2 -|- 3 < 6, unb 2 • 3 = 6 oud^ oon einem ?XujJbru(fe^ 
in wjl6)em fed()^ ©rSjjen permutirt werben *)♦ 

Da ferner 2 -|- 3 + 5 == 10, unb 3 . 3 * 5 = 3or 
iff/ fo iann ein 2fu6brudf, in weld[>em jel^n ober mel^r ©rS^' 
gen permutirt werbeu/ nid^t melfjr a(^ i^roei Derfd^iebene J'J'^* 
men eilangen, oi)ne roenigfteniJ 3o berfelben barjubieten u. f. w* 

?1 nmerfung. Die ^ier Dorgetragcnen @d|c faffen fid^ 
aui) auf ben ^aU anmenben, n^enn bie ©r6gen eine^ Hui^ 
bruc^e^ nid^t nur o0etn unter ftc^, fonbern aud) noi) mit an* 
bern, in biefem 2(u^brucfe nidj^t erfd^einenben / ®r6gen t)er- 
taufdjjt werben foUen. 9!)?an tonn ndmlic^ le^tere ©rSgen al^ 
%e|tanbt(^eile be^ 2(u5brucfe^ betrad^teu/ beren (Soefficienteti 
s=s o finb. 



*) Cauchy ^at an bem oben angefii&rfeh Orte fiifc biefen W^^efrt 
fpecieHen @fl§ einen 5mar ftnnrci(^en, aber miijrfamen unb nut 
auf bie SSrfc^affen^ett Uv ^a\;l 6 gegriinbeten '^eiveU gegeben# 
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Biifammen^ang etnerbefofibcrn^loffefptti^ 
metrif^et g>plpnpmc xaxt ben (Jotnbin atio* 

nen i^rer ®tunbgrp§em , 
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^rt bem gegentDi'rtigen S.<x^iUl lefd^d'ftifl^ti wit uh^ ba* 
ttiit, iu jciflen/ baj5 jeber ouf nicj^rere ®r6f?en x,/ x^^ Xg**^* 
ftc^ bejielf^enbe einfa(i[)e fpmmetrtfdj)e2(u$brucf/ ive(d[)er att6 ©lie' 
bem ton ber gorm 

^« b c . h 

X_ ^1 ^S ** * T 

|ufammenj)efe|t i|l/ mobeia/ b/ c « « • h ^atije f^ofttit^e obeif 
ne;gatt\)e 3<^^len anietgeit/ burd^ bie 'U^^xt^OiU fd'mmtlic^er 
SombinatiiMidfermen feiner ©runb^ro^en o^ne2Bieberl^o(ungett 
au^gebrucEt wrrben fann. 

2llid bem in 1 60 (Sefa^ten i(l erfid^tlid^/ ba^ ein einfodj^er fpm« 
metrifd^er ?ru^brucf/ beffen ©lieberMoO ^robucte t>on g)eten||en 
feiner @runbgr8^en (tnb / t)i>0|ldnbi.9 bargefledt n)erben lanri/ 
fobalb bie @tunb^v£gen/ unb bie Sjrponenten ber erivd^nten $o« 
ten^en ^egeben ftnb. S^^i man ed nun mit fpmmetrif^en 2(u^brij|« 
^en biefer '2ire ju t|^un^ melc^^e {\i) fletd auf einerlei @runbgr8' 
Un bejte^en/ fo mirbman biefe ?ru6bnlc!e am etnfadi)(!en burc^ 
^pmbote anbeuten/ n)e(d[)eb(o{l au^ ben Sjrponenten ber @runb' 

32 
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grfi^en iufammengefe^t ftnb. 2(u6 btefem ©runbe ipollen wir 
einen einfac^en fpmmetrifcf^en 2ludbru^/ n)09on 

X, X, x, ...x; 

ein ©lub i|l/ burets ba^ 3^i4)^n 

Qa^ b/ c • • • h] 
, porfleHen. 

@D(Ite einer bet Srponenten }. i&. a/ amal mteber^oU 
oorfommen. fomoOentoir tiber benfelben^ ber^iir^eioe^en/ einen 
fo^enannten ^teberl^o(ungd,^eiger fc^reibert/ ivpburc(^ (ic^ tie 
Ibebeutung bed €pmbo(^ 

a 6 c ^ 

^a, b/ c • • • h] 

von feffffl er^ibt. 

Z)ie Sombinattoiien ber n SUmente x, / x, ; X3 • • . x. 
D^ne SBieberl^oIungen ^ur ^(atTe k btlben iufammengenommen 
Dffenbar einen einfac^en ft;mmetrif4)en ?iu0brudV beffen ©(ieber 
ale ^robuete ber erflen ^oten^en ber ©runbgrogen erfc^einen / 
ba^er i|l ber (^ier ertlarten 93e^eic()nund iuf oli^e : 

k 
£^(^x/ ^1/ *• . . • X„) = [l] 

167* 

SBir wollen {uerft ben einfad^en fpmmetrifdj^en 2(u^brucf 

auf bie (Sombination^H'afTen ber ©rS^en x,/ x,^ x^ ••• x. \\x* 
rAcf fii^rcn / n)obei n)ir Dor ber ipanb p eine g(inje pofitioe 
3a()( lepn (afTen< 

SBejeic^nen wtr, n)ie in 53, bie ®umme ber Sombinatio» 
nen ber ©rgfeen x,, x^, x^ ♦ . . x, o^ne SBieber^olungen 
\\xx JltafTe k burci^ (Eu, unb bie ^umme biefer Spmbinationen 
mit 2lu^f4)lug jener/ in mXi^iXi bae Siemens Xp vorlomint/ 
burd^ Sk / fo ift nac^ 53/3) ^ 

Xp Sk-i +Sk = Gk 
(^p ) (^P ) 
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ftiMltipncirt/ unb wirb beiberfeit^ bie®amme,irt ©ejua auf 
ben Seifler k, pon i bW t flenommen, fo folflt 

k - ' ^ 

>^ (Xp) •/' (Xp) 



' '"-' ' (^P) 



utib >t 

k * k 

e(— O^-xr-^Sk ^^©(—o^-^xr'^iSk + c—i )'-•«. 

(ip ) »''-» . (Xp ) (fji ) 

k 

•>'-' (Xp ) (Xp ) 

(Xp) «.r . 

l&iefe ©Ui^unSf in liBe^u^ auf ben S^ifler p fummirt/ gibti 

0x;+(— 1)«^» 3 St = f(— 1)'^-' Sk x'-^l 

''«(Xp ) •>' I «,» ^ J 

HUv offenbat i(l 

® ^; = tr]5 e x;-^ « [t-k] 

@ (Tr = (n— r) g, (53, a), 
•'» (», ) 

S * 
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h 

. [r]+(— i)'-»(ii— r)e, = @ (-1)^— CkCr— 1»] 

»/» 

M^.[r] =@ (— i)*^-" (Sk [r — li] — (—0^' (n — r>a;» ; 

etne JKecuvfion^formel, wobei (n — r) £r = o ift/ wcnn r tie 
3o^t n eiTeidS)t, ofcer jie uberftcigtv roeit im erjlen gafle ber 
gactona — r, iinb im jweiten bie (Srege 6r terf^winbet* 

gd i(l offenbar 

[o] == xj + x; + X? + + x: = n; 

bo^er Qibt bie gefunbene gpimel fur 

r = 1, 2/ 3 . ♦ • • n— i/ii,n+i • . • .n+t 
[i]='S,[o]-(n-.)S, = S. 

[2] = (r,[,]-g,[o] + (n-3)(r,==€.[.]— 2G, 

u. f. w. 
[n»- 1] = 6, [n— a] — S, [n— 3] + £, [11—4] — . . . . 

. . . . + €n_, [1] + (n— ff_. 

[n] =g,[n^,] — (i;,[ii— 2]j-e,[n-3] — .... 

+ e.-. [1] + n G.' 

[ii+i] = e. [n] — S, Ln-i] +€.[11-8] 

..-. +£»-. [2]+ e. [1] 

U. f. tt). 

[n4-t] = (S:,[n+t— 1]— S,[n+t— 2]+e,[n+t-3]— . . . • 

.... + €„_, [t+i]-Hr« [t]. 

Sei ben Ie|ten (Sftebern biefer gormein gelten bie obern 
Beicf^ett/ tuenn n ungerabe/ unb bie untertt/ menn n ge* 
rabe ift. 

' 168. 

Urn eine Stecurfton^fprinel filr ben fpmmetrifd^en 2it^' 
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fcrudE [ — r] ju er^aiten, n)o6et r, an fld^ ittta^tet, etrte 

I 

9on ben (rombinatton^formen ber ®r6pen 



I t ' 1 I 

X, X, X, Xa 



tia^ bemfefben ©efege ot^^dngt/ nadj^ meld^em [+r] burd^ hit 
Sombinationett ber ®ri>§ert 

X, / X, / X3 • • • « • Xn 

beltimmt mirb. 97uii ijl aheVf ben in 3*2 Qn.9i;flenten 93etra4^^ 
tungen d^^^^'^z ^^^^^ einjufe^en/ ba^ iDenn man fd'mmtUc^e 
Sombinationen \)i>n n ©i-ogen x^, x, , x^ . • ♦ ♦ , x^ o^m 
SBieber^olungen jur (n— r)teri Sfaife fcurdi) ba^ ^robuct bie» 
fer ©rS^en t^nltf aUc (Sombinattonen ber ©ro^en 

. . • . i, jur rten 5(a(fe entjlel^en* 
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«x 3C, X, 



<gi i(l ba^er 

(C t^^ > » » "N _ Sn-r (X,, X,, X, .,.. Xa) 

^Xj Xj Xj X« -^ Xj'X^ftXj • •tvXa 

_ >S'ii — T (^x/ ^9/ ^5 ♦♦•« Xn ) 

_gn-r 

(En 

wenn man, wie oben, bU Stemente x, / x^ , x^ x, / h^x 

itilrje ratgen/ nac^ ben Sombinattond.^eic^en we^td^U 

(i$ ijl alfo oerftattet/ in ber aagemeinen Soirmet 167 
.[— r] (latt [r], unb [— (r— b)] (latt [r— k] ju fegen , wenn man 

jufltei* ^' (latt (lr,unb^p}^ flafcfc du feftt, wobur^ man 
bie ©feic^fung 
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fT^dlt, 93(fonbere ^SUt baeon ftnb: 



[-»] = 

[-2] = 



So 



[—31 = <^— ' C-^°l — '^-« [— ' ] -h 3 C.-^ 

u, f. tt). 

« 

169, 

STOit ^ulfe ber oSen gefunbenen Kecurflftn^formefti fdr 
[r] unb fur [^— r] gctangt man leic^t {u inbepenbenten 2fu^» 
briirfen fur biefe fpmmetrifc^?n ^olpnome, 

k 

[r] = (—0^"* Sk [«* -M — (—0'""* (n— r) Cr 

lapt ftc^ burets 9!}?urtipncation i^x$$ imeiten £^ei(e^ mit — i^ 
loenn manju^teic^/ urn beitDori^en 2(u^brucE mteber f^ev^ufteUen, 
bte S^id^eti dinbert/ lue^en So = 1 (i5) auf bie S^^nt 

(-,i)r (n^r)er ^e (_i)»' e^ [r— k] 

[r] =a ''' Wngen- 

fGergfeict^t man bief? ©leid^ung mtt ber in 104 erj^altenen 

Br — @ Aw K,_w 



H, == 



i*r 



A« 



ffrlc^f bU itvifdj^en ben Soffficienten be^ Quotienten, 

® Br Xl+'t 

^^^^ = Kr xi-^-h* 



@ A, xfc+'« 



8^7 

(eftel^enbe Stecurfton angi&t/ fo ilberjeu^t man f!^ fogleidf^ t>ott 
ber 9ti4^ti(|!eit ber ©Uic^^ung 

@ (_l)r (n — r) Sr X^+rt 



o.n 



= [r] xt-*4*» 



@ (— 1)» dr xi»+« 



o<u 



2(6er (ter tvitt ber in io3 ermdl^nte gaQ ein; e^l^at ndm^ 
li^ Br biegorm (X-J-r/tx) Ar, wenn manX==n unb ^ = — i 
fe|t/ ba()eriftA wenn man btc in 104 gegebene gormel auf 
ben oorliegenben ^aU geJ^gng ann^enbet: 

@(_i)r (n— r)er x»+'* 

o»n 



• (_,)r g, x^+rt 

iSiefer Cluotient i|t a6er/ toie bereit^ g^f^d^ n)urbe/ auc( 
c= @ [r] X*— H« = nx^~^"+ [r] x^— J»+'« 

a I 

I 

balder mug 

[r] = r ®-J,i>€n)I ((T., -ff,, +«, ic. . . .) 

fepn. 

!&tefe ©Cetd^ung brilcft f of^enben Gag aud : 
®inb bie numerifcf^en SBert^e ber SombinattondFfalTen 
nid^t wteberl^olbarer/ unb incombtnatorifc^er'^ejte^ung aU oer« 
f(|^icben ju be^anbefnber Stemente ^egeben/ fo ftnbet man bte 
@umme aQer ^otenjen biefer SCemente mtt ettfem gani^en pi>« 
(ttiven (Sjrponenten r/ menn man arie mSgftd^en Sombinationen 
mtt 98ieber(io(ungen fdr bte oben genannteu/ nun mteber aii 
(Sfemente betrac^teten / mtt n)ec^fe(nben B^ii)en ^enommenen 
CombinationeKaffen/ ^ur ®umme r bUbet^ jebe einielne dotn* 
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pUxion mtt i^rer ^^rmutationdjal^l unb mit bem ^ummenex' 
)>oncnten mutttpftcirt / burc^ i^ren ^(affenejrponenten bivibirt/ 
itnb alle fo er^attenen ^tefultate abbtrt. 

©a [r] in [— r] iiber.g<^t/ wenn mail iiberl^aupt 

or 
C£ii in --zU perwanbeft, fo (^at man: 

n)o6ei bt^ jointer bem domhination^eid^en flel^enben (S(ement9 
ber SHei^e na^ bie B^ig^t^ i / 2 / 3 «« • , ev^alUn. 

170. 

@i> mie bie :Summe ^(etc^namiger/ mit Qatiien pofitioett 
(Sjrponenten Derfe^enet/ ^oUni^en beltebiger ®vi^tn aui ben 
Som&tnation^fraffen btefer ®r&f;en 4>()ne SBiebev^orungen bet 
redfinet meroen fann^ fo idit ftc^^ auc^ um^efe^rt ber numeric 
fdj^e SBert^ jeber btefer Sombinationeffaffen burc() bie ®ummett 
ber ^otenjen ber genannten ®r&j^en an^eben, b. ^. e^ [((pt jid^/ 
ivenn man bie oben gebrauc^ften 3etc(fen betbe^d(t^ d, ftnben^ 
mnn bie Orggen [i], [2]/ [3] .... [r] beJannt finb.. 

^ie recurrirenbe 2Cuf!Sfun,() biefer ?lMf0^be fann man au^ 
ber in 167 gefunbenen ©teid^unf) 

k 

[r] = ®(_i)ii--« d^ [r — k]-.(-^i)'-»(n— r)er abfeiUn, 



i,r 



!X)iefe !ann aud^ fo gefd^rieben luerb^n : 

k 

[r]=: @ (—1)''-^ (Eu [r — k] + (— 1)— > dr [o] 

Mnb jibtmeg^n (^O*^* Sr [o]— (— i)'~«(n— r)®, =- 

= (— 1)^» Sr (n—n+r) = (— i )"^» r (Er 

^^6t man in bem ii^dveQate vertex ^anb be^ ®(ei(|^^ett^« 



i$i(fyeni k (fatt/r— ^k; ttxii e(en fo Dtef l^ei^t/ a(^ bie ®(ieber 
be^feI6en in uttt^vUv Orbnun^ %\uffii^ren ; fp ^at mati/ toenn 
man iugteid^ ba^ B^i^^n — por bem ©ummenjeic^en we^* 
fd^afft : 

k 



« .@(— I)— kg,^ [k]. 



i,r 



35bibirt man beiberfeiW burc^ f— i)'— » r/ fo fofjjt luegen 

(Er = ^ ® (_l)U-^» [k] S,^u> 

n)e(d[^e ©Ceic^ung jur recurrirenben S5efltmmung ^on dt btent* 

Urn aUv einen tnbepenbenten ^(uabrucE filr (T* bux^ bie 

(jegebenen ©rogen [i], [n], [3] u. ju erl^artenr 

jebe man btefer JRecurlton^formel bie ©e(taft 

r ,,r k 

in wcl^et fte mtt ber in 114 gefunbenen ©(eid^ung 

K ^ 

Qr = — ® W Aw Qr-w 



^ f.t 



ii^ereinftimmt / n)enn man 

Mttb Q, -= €r fe|t, 
(S4 ift a6er (114) ftSr K = it 

Q, = @ 1 pSw; (A,, A., A, . , . . A.) 

unb au^ ben am an^efill^rten Dree angeftedten ^Betrad^tun^eti 
er^eQet/ ba^ wenn Ao =;: o angenommen/ pber 

Qr == i-, pgw; (A,, A., A, • • . • ) 



) 



33o 

gefrlt roirb/ fdr Qc blefeftc 9l«ttr(ton«forme(/ mie fril^er, 
@tatt ftrtben mug; ba^er iil^ ber f4^on Sfter gebraiK^teit 

iDenn biefe ©(etd^ung nuv fur einen S8ert^ oon r/ j. 93. fur 
r = o ^tii) ()(!((• X)a ^ter fein bem S^^d^r o gel^Srige^ Sfe* 
ment \>or(>anben iffc/ fo gel^t nadj^ 72 

psn,; (k],-I|i/t|l ) 

, fur T == o in bie gin^eit, funft aSer in TfluU ilfcer; auc^ i(l 
o! =s 1 (i3)^ for^Iicf^ ^ibt oM^e @(et(|^und S^o = > / nne el 
in ber £l^at fepn mug. 

<li ill olfo/ toenn man 6(o@ jene SBcrt^e oon r itxHd* 
fid^ttget/ n>el(|)( bte Sin^eit ilbertreffen : 

etn 9tefultat^ tt>el^^$ Rtamp juerft an()^egeben l^at 

(.ig) t n b e n b u r g ^ ®amm(un.i| combinatortfci^-ana(9ttfd|)er 
Zb^anbiun^en f erfte @amm(. @eite 110.) 

^6(igenbe^ ^eifptet ma.^ ben ®eitixui) ber in i6() unb l^itr 
•uf^eftellten inbepenbenten Sormefn ertifutern* 

!Dte ^umrne gemiffe; ®r5gen ifi = i5/ bie 0umme i^ 
rer 21m^en =85/ bie 0umme i^rer Sernen = aaS/ bie 
0umme i^rer ^uaternen s 374. ^an t^erlangt bie ^umrnt 
ber Dterten ^otenjen biefer ©rSgen* 

tSlf^ i6() ifl [4] =5 4 • ® r '^^"^k (' 5' — 85/ aaS, — 274) 

loobei bie (SUmente i5/ -^ 85/ aaS/ ^ 974 

bie 3«5er i, S/^ 3/ 4 erl^ften. 

Sd ftnb nun : 
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1 1 1 I tie Somlinationen 

1 1 a ber S^iget jur 
1 3 @umme 4 

4 



j^ tie dwtienten btx burd^ 

^ bie Sraffenejrponentenge* 

1 tl^eilten permutation^' 

^ ^abren biefer Sombina^ 

a ^. 

1 tionen ; 



balder i(l 4 r^ pSwj (i5, — 85/ aaS, —274) jfeid^ ber 

€>utt\me ber ^robucte ^ 

i5* = 60625 

— 4 . i5*« 85 = — 7(>5oo 

4 • i5 « 225 r=3 i35oo 

a. 85» s= 14450 

^ 4 • 274 t=; — 1096 

b. 1^. e^ i(l [4] =. 979. 

S^ feo ferner bie @umme gemiffer ©rSgeit s i5^ bie 
©umme it)rer jQuabrate = 55^ bie ©umrne i^rer SBiirfer 
ss 325/ bie @umme i^rer Siquabrate = 979* 

iD?an pertangt bie ©umrne ber Ouaternen biefer ©rSpetu 
;Der i^bigen gormel iufofge i(l 



4 / 



* 55 



979 



wobei bie eremeiite 16, — ~, 75/ — lii2 

bie S^ifi^^ 1 / 2 / 3 / . 4 er^a(ten« 

2)en oben angefill^rten Sembinationen ber B^id^ iur 

€umme 4 entfprec^en l^ier bie S!J?uttip(icatoren — / 1/ 1/ i/i ; 

a4 a 9^ 

bemnad^ ifl S^ g(eid[^ ber ©umme ber ^robucte ^ 

1 5* _ 16(375 

24 8 

^^ i5«.65 12375 

" "^"4" ^ 4 



J3 



15.75 = 1125 

55* 3025: 



8 8 

— *iZ? = _ 52? ' 
4 4 

t. ^. ei i(l S4 = 274# 
Die 'Bertie ber l^ier a(^ unbefannt Setra^tecen ®rS$en 
finb 1/3/3/ 4/ 5/ tuoburd^ man »tige 9ted^nungen control 
(iren tann* 

Jpanbert e^ ftdj^ nit^t btog urn ciiie einjelrte ^otenjen- 

.fummeoberum eiii? einj^efne Sombmation^Haffe/ fonbernifl eine 

JWei^e aufeinanberfolgenber biefer Orft^eit ju berec^jneH/ fo 

(tnbbieSlecurfton^formefitportl^eU^after/ at^ bie tnbepenbenten« 

171* 

:&ie HufQcfie, einen etnfad[)en/ auf 6e(ie6ige.®r2ge)t 

Xjj/ Xj/ Xj • • • X|| 

(id^ bejie^enberi/ f^mmetrifd^m 2(ui5hru(f oon bet gorm 

[a/ b/ C/ d . . . g/ h] 
ipobei bte Srponenten a/ b/ C/ d .. • « g/ h j^jan^e pofttioe 
ober ne^atioe3i>^^(^nftnb/auf bteCombinattonen biefer ®r5§en 
oij^iie SJieber^otungen iuritifiufil^reit/ ijl at^ aufgetSd ju be* 
trac^ten/ fobatb man im @tanbe ifl/ ben ge^ebenen 2(u^brucS 
burc^ ftjmmetnfc^e Uu6bvMe oon ber gorm [r] barjufleffen/ 
beren ^ttt^e mttte(|l ber bereit^ ^efunbenen ^orme^n buvif 
bie erma^nten Sambinationen an^e<ieben merben tinmn. 
X>ie Stebuction be^ fpmmetctfcf^en 2lu$bruc£e^ 

[a^ b/ C/ d . « . g/ h] 
«uf 2(u^bril^e oon ber gorm [r] (d'^t jic^ fomol^l burd^ eiit 
recurrirenbe^ / a{$ aucf) burc^ ein tnbepenbente^ 'ISerfa^ren be* 
werftleOtgen. 2)te recurrirenbe (^nttoiMixn^ ^on 

[a/ b, C/ d . . • g/ h] 
befle^t bartn / ba^ man biefen ZnSbvnd auf anbf re 2fu^brllcfe 
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4 

ton berfclbeti gorm jurwcffiJt^rt/ wel^e fic^ oBer ouf rvm^tt 
gypon^ntenbe/ii^^en, al^ ber erjlere, unb rveld^e mitte{(l berfef* 
len Operation n^ieber in 2fu^brt'tcFe. umgefe|t tuerben fSnnen^ 
bte.nod[^ ttjenigerS^rponenten fntl^alten u. f. f./ bid man enblid^ 
bfog foldj^e Hu^vMe vor {tc( l^at/ in n?e(4)en nur etn Sjtponent 
erf^eint, 

^ir tDotfen l^ier erfllid^ bie Sjrponenten a,b,c,d ,«• g,h 
aU tuxi)aui oon etnanber oerfct)ieben anfe(^en« 

SKuItiplicirt inon ben ft)mmetnfc^en.2(wdbr«dF[a,b,c,do. g^ 
mit bem liuitvude [h], fp mug bod ^robuct ebenfoCfd eitt 
f9mmetrif4?er ?iudbr«rf fepn. £enn wirb feiner ber gactoteh 
burt^ \^ai ^exmutiven ber ©runbgrSgen x^, x^, Xg •** Xn ge* 
jnbert/ fo l^at biefed ^ermutiren aud^ auf bod ^robuct feinen 
ginpug. 

.^ebt mon nun oud [a; b/ c/ d . . . g] ir^enb etn ®tieb/ {• 9?« 

«.■ ♦^ V® '^^'^ ♦•^ 

A| JLg Jkg X^*«« Xr.^1 

l^eroud/ unb multiplicirt man boffelbe mit bem 2fudbrucfe 
fo erl^(i(ft mon bod ^ortioTprobuct 

T*XjX^ X^ X^ * • • « Xr— I "T" •«•*•••• 

+ V* V^ v*^ V^ vH-J* J_ v" v'' ^« V** ir*^ ir'^ 

+ g ^« b c d 8 ' li 

«•«•<••• *t" ^x Xj X3 X^ «•«* Xr — I X„ 

2)ie r erften ®Iieber bejTelben fleben, we^en ber ^ets 
f(bieben(^eit i^rcr ffjrponenten, burd^ feine ge^enfeitige SSertou^ 
fd^ung ber®r6gen x,/ x^ / x^ • . . xn wed^felwetfe in einon* 
ber fiber; ober bod g^robuct [a/ b, c, d . ♦ ♦ g] [h] mug 
fpmmetrif4^ fepn ; bolder mug ed bie, burdj^ iene ©litber be* 
flimmten/ einfod[;en fpmmetrif(|^en TfudbrucFt 
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[a-f li,l>,c,d . . . g,] [a, b+h, c^ d . • . g], [a, b, c+h, d , . .g] . . * 

« « • [a, b, c, d . . • g+b], [a, b, c, d • • . g,h] 
«(6 Seftanbtl^eUe tnt^atUn. 

Z)ie ®(ieber bed ^artialprobucte^/ meld^ed burcf^ bte fUluU 
tiplication ir^enb eined anbern ©(iebed bed 3(udbru(fed 

[a, b, c, d . . • . g] mit [h] 
er^ujt wxxb, tonnen ju feinen anberti/ aU ju ben fo eBett 
genannten fpmmetnf(|^en Hudbrticfeti ^el^oren ^ benn in jebem 
®(iebe pon [a, b, c, d « . * • g] erf4^etnen bie namlicfyen 
Sjrponenteit/ unb btefe ge^eit mit bem Sjrponenten h (letd etner« 
lei 93erMnbungen ein. 

Sd befte^t atfo bad g>fDbuct [a, b, c, d . • . . g]'[b] 
Md@ aud ben (pmrnetrifdj^en ^fudbnlden 

[a4-h,b,c, d. •« g], [a, b-|^b, c, d. . . g], [a,b, c-l-h,d. .. g] ..♦ 

« • • [a, b) c, d • • • g+b], [a, b, c, d < • • g, h] 

3(1 !etner ber jufammen^erelten Sjrponenten 
a-f-h , b4-h , c+h , d+h ♦ • ^ . g+b 
ein.em ber unfai^en a, b, c, d « « . . g QUid^ , fo entfte^t 
jebe^®(ieb ber genannten fprnmetrifcl^en 2(udbrij|(f e bei tev3)inU 
tiplication oon [a, b, c^ d . . • g] mit [h] b(o0 einmaf^ mtit 
ed unter bieferOJoraudfe^un^ nur auf eine 2frt trt jmei^actoren 
ier(e^t merben tann, beren einer ju [a, b, c ^ d < • « g] unb 
ber anbere ^u [h] gel^Srt; bo^cr ifl 

[a,b,c,d . • . g] [h] = [a+bj b, c, d ... g] + [a, b+h, c, di..g] 

+ [a, b, o+h, d . ♦ . g] +. * 4 
• . . + [a, b, c, d * • . g + h] + [a, b, c, d . • . g , h] 

^teraud fol^t 
[a,b,c,d . . . g, b] = [a, b, c, d , . . g] [h] — [a+h, b, d^ d , . *g] 

— [a,b+h,c,d...g] 

— [a,b,c+h,d,..g] 



— [a, b, c, d , . .g+h] 
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buxdfy meld^e (SUi^un^ ber fi^mmetnf^^e Tluibtvid * 

[a, b, c, d • . • g, h] 
auf fold^e fpmmetnfc^e 7l\i6t>x&de, tie urn einen Sjrponentin 
weniaex ent^atten, i^urAcFjeftt^rt mtrb. 
^niheionbevc i(l 

[a , b] = [a] [b] - [a+b] 
[a, b, c] = [a, b] [c] — [a+c,b] - [a,b-f c] 
[a,b,c, d] =[a, b, c] [d]— [a+d,b,c]— [a,b+d,c] 

— La»t|C+d] 
u. f. »• 

3(1 aUx einer ber jufammendefe^ten Sjrponenten , einem 
ber einfa4)en gleic^, j. 23. a + b^=b, fo fommt jebe^ ®(ieb 
beffpmmetrtfc^eti lluitxudt^ [a+h, b, c, d . . . g] im $>robucte 
[a, b, c, d ...g] [h] jiDeimal tor; benn jebe^ biefer ©lieber 

wie ). ». x*"^'*^i X3....xJ_, = x^ x] X3.. ..xj^, 

ent|tel^t \owolfl burd^ bte SRuIttpTtcatton be^ ©(iebel 

M au^ burd^ bie 9!)?ii(ttp(tcatton bed ®(iebed 

xj X* X3 ....xj_, mit x|[. 

99?an l^at a(fo in biefem ^alle : 

[a,b,c,d...g,h] = [a,b,c,d..,g][h]~2[b,c,d»..g] 

— [a,b+h,c,d.,.g] 

— [a,b,c+h,d,..g] 



— [a,b,c,d...g+h] 

172. 
@tnb bie Sjrponetiten ber in einem jeben @Iiebe etned ein^ 
fadf^en fprnmetrifc^en 2(udbruc!ed mit einonber mu(tip(tcirten 
^otenjen ni(i)t fdmmtlic^ 9on einanter verfd^ieten; b. ^. (at 
biefer 2(ulbruc( -bie g^i^tn ' 
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a S c ^ $ b 

[a , b , c , d • • • • g , h] 

tvD^ei bie (Sjrponenun a, b^ c, d . . . « g, h aid t^erfd^ie^ 
ben angenommen tverben; unb bie benfetben dberfc^rtebeneti 
3ci]^fen a/ b/ C/ b . « « . 0/ 1^ bie SBteber{)orunden bevfeU 
ben anbeuten/ fo fann man ben t^orgefegten 2(u9bruc£ mit< 
telft anberer fpmmettifd;er 2(udbrMe barfleCfen/ in welcfien 
einer ber Sjrponenten a, b, c^ ,d »•««'« g ^ h urn etnma( 
roeni^er n)iebei'()c(t i|t. 

SRuIttplicirt man nd'mli^ ben fpmmetrifc^en 2(udbrucE 

rt c & d !►— " 

[a, b, c, d ♦ • • * g, h] mit [h] 

unb bettad^tet man bad babei entfle|^enbe ^artialpvobuct eined 

feiner £]^ei(e, j. 83. 

3c* X, Xg . . . . x^ x^_^, x^_l_, x^_|^ . • • ♦ x^_^j ^a+^+i * • • ' 

mbbd/ bei^ jtdrje n^egen/ 

a-|-b4-jC+b4-.**.4 + fl + ^ = p 
-^efegt ivorben i|l^ mit bem 9!)?utttpIicator 

^ [h] =^ x|: + xt + x5 + i^- 

fo finbet man / bag bie ©(ieber biefed ^artiafprobucted iu betl 
einfa^m (pmmetrirc|)en IMbvMen i 

[a -}- h i a , b , C / ♦ * - ♦ g , h] 

[a, b 4- hj b, G « ^ . . « g< h} 

a h c— 1 g ^— < 

[a, b, C + h, c . . - . . gj h] 

[a, b, c . 4 - . . g + hi g, h] 

« b c j) f>— -• 

[aj b^ C « 4 ♦ . < * • gf 2 bf h] 

. rt t c 9 * ' 

ta» J^j c g, h] 

atfyiutl/ iinb ba^ bei ber 9[77u(tip(ication anberer ^l^^ite litftt 



I 
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^ t k Q 0L-, 

[a, b, c . . . • . jg, h] mit [h] 
letne (Sikber entfle^en, tie nicr;t in Un angefiil^rten fpmme* 
trifd^en ?[u^bnJcFen entjalten finb. 3ebc^ (Slieb be^ iiircfet ge-- 
tiannten Jiu^brudPe^ 

a b c 8 ^ 

[a, b, c • . . • ♦ g, h] 

eVfd^eint im ^robucte ' 

a ^ c 9 ^* ^ 

[6, bi c . ; ; i . g, h] [h] 
^mai; benn jebeber in biefem ©liebe mit' bem" gjrponenten h 
verfe^enen 1^ ®v6^en i(l in [h] torl^anben , unb wirb mit bem 
aU factor eine^ a3eflonbtl^eife^ ton 

[a> h, c g, h] 

DorFommcnben 9)robucte ber tibrifien 1^— 1 ®r6j3eti muItipH^ 
cirt: J^mgegen tt>irb jebe4 ©Heb ber fi6ngenft?mmetrtfdS?en2{u<.- 
briicfe bei ber aKurttplicatton r)on 

a 6 c g ^—i 

[a, b, G « « . • . g, b] mit [b] nttf einmol er^eugt: 

« 5 r g ^i 

[a, b, c . , . • • g, h] [h] 
i«r ©umme ber oten angefdl^tten fpmmetrifd^en iiu^btMi 
fileidp / n)enn bem (egten berfetben ber (Coefficient 1^ beigelegt 
teirb, woburd^ fid^.for^enbe ©rei^fung erflibt: 

i^ [a, b, c ....g, h] = [a, b, c ♦•.. g, h] th] 

— [a + b, fi,>, c • ; . ; g, b] 

— [a, b + h, b, c ; • • • g, h] 

•^— [a, b, c + ^9 <^ • • • « g) ^ 

« ♦♦ t • « ♦ • •.*.• 

a B c ; i— 19— « 

•:- [a, b, p « « ; ; g 4- b, g, b] 

a 6 c ■ d • ^^^? 

— [«i b< c .;.... g, 2h, hj 
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aSeflen Ui Uionbexn %attti , mnn a+h =i b i(l, flirt 
^^ier ebenfaO^ ba^, wa6 l&ienlber in, 171 Umevtt wttrbe. 

2(u6 biffer ©(eidj^unfl fann bie in 171 entwirfelte fogreid^ 
abfleleiut w^rben, wenn man bie SBieberJ^otung^exponentert 
r=: 6 = c = . . . . = 8 = > = * annimmt, unb Us 
benft, ba^ ein (gxponent, Ux bm SBieber^oIung^ieiger a er* 
l^dtt/ flar ni4^t ju fe|en ifl; ferner ein fpmmetrif^etf 2lu^brucf, 
wel<i^er p* <»uf "««« "^^^ ^^^ SBieber^^oIun^^ieifler — 1 ner* 
fel^enen gjrponenteit bejiej^t, gar nidj^t entfte^en fann, unb ba» 
l^er weggefaffeFt roerben mu^. 

sJWan fann aUt audfy umsefe{)rt bie |)ier flefunbene ®tei« 
d^ung au^ ber in 171 fleflebenen ableiten, wie im gofflenben iu 

erfe^en t|T:» 

173, 

®e^t man in bem fpmmetrifd^en 2(u^bru(fe [a,b,c,d... g,h]/ 

beffen Sjrponenten in 171 aU butd^gej^enb^ von einanber ter^ 

f(^^iebene 3a^(en betra^tet worben finb, eine sewiffe JlnjaW ft 

berfelben = a, fo mxhm afle (Slieber biefe^ 7fu^btucfed einan-- 

ber i^Ieic^r in weti)en bie envd^nten a Sjrponen ten ilber ber 

nd'mlic^en Somptejrion ber ®runbgr8t5en, aber in einer anbern 

Orbnunfl, (le^en. @0tdS).er ®{ieber gibt e^ fo Diele, aU fper* 

mutationen fdr a (Sxponenten mS^tidb |tnb, h. J)* bie ifniaW 

berfelben ijl = a ! ; e^ Qe^t balder ber fpmmetrifci^e 2(«»nirf 

[a, b, C9 d . . « • g, h] in a ! [a., b, c, d ♦ . . . g, h] 

uber/ wobei ba^ ®9mbDl [a, b, c, d « • • . g, h] offenbar 
nur bie ))erf({;iebenen @(ieber bf)ir.(^enanntenfpmmetrifd[^en2(u^ 
bruefe^ umfa^t 

^e|t mail uberbie^ nod^ banberegjrponenten =b, fojer^ 
fdttt ber fpmmetrif(||e 2(udbrudf in neue ©ruppen, befen jebe 
b! jleid^e ©lieber entl^d'ft, unb el'wirb 

£a, b, c, d • i « « g, h] = a I b! [a, b, e . « « , g, b} 

tt» f. w. 



339 

SB^nbet manba^ l^iet (S^fa^te auf bie ©rei4)UM.(3 tti 171 
611/ intern matt bte gjrpoiTenten a, b, c .•.. g, li/ ber jRei^e 
nadf^/ dftiot, bmaf/ cmaf/ « . • • ^maO l^mot n)i>ber^c(t att^ 
nimmt/ fo erj^aft man 

fiott [a, b, e * * . . g, h] 

« 5 c ^ J 

bell 2(u^btu(f a! b! c! ♦. . . fi! i&! [a, b, c • ♦ < . . g, hj 

unb jlatt [a, b, c • « « . g] 

ben ifuibrudF a! B! c! 1... 3! (5—0- [^i ^5 ^•••* gi ^3 
^er ^u^bturf / m\i)tx ben 5;tpoiienten a + b ent^dlt/ 
fommt fo oft ttXf oW e^ gjrponenten gibt, bie = a finb} b'U 
ajeteinigung oOer biefer 2fu5brMe ^ibt ben llUiJbturf 

o(a— i)!b!c!..,*fl!(^— 1)! [a+h,a,b,c .•*.♦ g» b]-=r. 

^ a!b.! c! .*.. fi.'.(|&— O*' [a+b,'a,b, c ....g, b] 
gben fd geben aVit '^vuMxMt, in wetd^en ber €jrj>on^tU b+h 
erfc^etnt/ jufammengenommen ben 2(u^brucE 

a S — I t 6— t 

0! b! c!..,.. fl! (^— I)! [a, b+b, b, c ,♦•. g, h]; 

ferner aDfe Jfu^btdrfe/ th met4>en ber Sjrpottentc+boorfomme/ 
iufammenoenommen ben Tfu^brtfc! 

tt! 6! c! 4... g! (^—1)! [a, b, c+b* e .'v.* g, b] 

It. f. w. ' 

QSnbtidf) fommt mw tio4^ aUf ?ludbrii(fe/ in weldj^^n (id^ 
ber €jrponent b4-b=ab bejtnbet^ unb i^re @umme gel^t in 

a e 9 ft— « 

a! b! ct ..•.d!(^— fi)! (b-i),Ca,b, c .*♦. g, ab, b] =;. 

« ft c d ^ %-» 

= df b!c! ..•.g!(^— 1)! [6, b, c ...; g^ ab, b] dbe^ 

^ati l^at balder flatt ber ©leit^ung in 171 folgenbe )U 
fe^en : 



3/|0 

a! i! «!..♦. g! ^I [a, b, c . * . . g, h] =3 

a 6 c d ^» 

= a! b! c! .... g! (1^— 1)! ([a, b, c g, h] [h] 

a— I he s ^r 

— [a-^-bj a, b, c .♦.* g, h] 

— [a, b+b, b,, c .••« g, fi] 

a ^ C ^a 

-— [a, b, c • . . • ah, b]^ 

iD«(4^e nadj) )>errtd!^tetfv ;Dit)tfton buvc^ b(;n beiben S^eiien an* 
Hebenbengactor a! b! c * • * a ! (^—1)! mit ber in 172 ge-- 
funbenen ©leic^un^ ubereinjlimmt. 

X>xe in 171 aufgefteflte Kecurfion^formcl cnt^&U folflenbe 
gtcget jur ^(MeUunjg be^ f^mmetrifc^en '^uihvudei 

[a, b, c, d ♦ • • gi h]/ 
iDobei bie (Sxponenten a, b, c . • ♦ g, h unflleid^e S^j^kJi 
(jnb, au6 bem Hu^brurfe [a, b, c, d « « « g]. 

gjZan multiplicire er(Hi(|> [a, b, c, d . * . g] mit [h]; 
bann.fefce man in [a, b, c, d . . . g] abweij^felnb. a+h ftatt 
a , b+h (latt b , c+h (latt c , u. f* m. enbli^ g+h flatt g 
unb iie^e aOe fo er^attenen dt^fuUate oon bem ^robucte 

[a , b, c , d • . ♦ g] [h] 
ab/ fo M W'^^W [^j b, c, d • ♦ . g, h]. 
Huf biefe Titt jtnbet man ai|^ M 

[a, b] = [a] [b] - [a+b] 
ferner (terau^ 

[a, b, c] = [a] [b] [c] -[a+b] [c] ' 

— ( [a+c] [b]-[a+b+c3) 

- ( W [b+c]-[a+b+c]) 

= [a].[bj [c]— [a4-b][cJ+3[»+b+c} 

— [a+c][b] 

- Lb+c:[al 
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unb aui biefem Hu^hxuic, natfy ge^Sriger Stebuction: 
[a, b, c, d] = [a] [b] [c] [d] - [a+b] [c] [d] 

- [a+c] [b] [d] 

- [b+c] [a] [d] 

- [a+d] [b] [c] 

- [b+d][a][c] 
-[c+d][aj[bl 

+ 2[a+b+c][d] + [a+b][c+d] 
+ 2 [a+b+d] [c] + [a+c] [b+d] 
+ o [a+c+d] [b] + [b+c] [a+d] 
+ 2[b-|-c+d] [a] 

— 3.3 [a+b+c+d] 

u. f. w. 

S)enft man fi^ biefe Ste^nun^ fo lan^e fort<)efegt / M 
man enb(i4) auf bieSntmtcEelunfi von [a, b, c, d . . . g^ h] 
fommt, fo n>irb man etn/ b(o0 au6 i^Uebern von ber %otm 

[p] [q] [r] W ' • . . 

iefle^enUif ^olpnom t)or fTc^ ^aben^ rnobei bte ©rSgen p,q,r» s .«• 
au^ ben Srpbnenten a, b^ c, d • . « g « h burd[) <tfbbttton 
jufammengefcgt flnb/ fo ^n^ar, ba^ebe biefer ©r6^en anbere 
(Spponenten in 2(nfpru(|^ nimmt^ in fd'mmtfic^en (SrS^en aber 
' aQe Sjrponenten ^rfd^^emen. S^ toivh nimli^ bet iebem einj^ef' 
nen 04)^i(^^/ n)obur(i^ bem fi^mmetrifc^en '^fu^brucfe etn Srpo* 
nent ,^uivdci(^(l/ biefer in aQe ©Ueber ber bereit^ \>or^anbenen 
(Sntmicfelungy entmeber burd^^ 9Rufttp(icatten ober buxdfy 2lbbition/ 
aber an jebem Crte n\ir einmaf^ etngefii^tt« 

®tel^t man auf bte etnjetnen ©(ieber ber (Sntmid^etund 
t^on [a, b, o, d i, « • • g» h} o^ne t(^re ^Sorjeid^en unb i^re 
Soeffictenten (u beriicEfui^t^en/ fo (leden fte aUe mSgtid^en ver* 
fcl^iebenen 2lrten bar/ auf XQzt^ man bie Sjrponenten 

a, b, c, d • « • g, h 
beren Ttnja^I = m fepn maa, ini/a/3*..m— i,m 
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^fammern ju wertl^cilcn im ®tanbr i(t. Senn Beftel^t biefe Xn* 
prbnung ber Sjrponenten in ber Sntmtcfeltitid von 

[a, b, c, d . . . g, h] 
fiid^t/ n)et( ba eine beflimmte Tixt ber 93ert^etlund berSpponen^ 
Un in bie ^(ammern nic^t realifirt ifl/ fo fel^U auc^ bie na^ 
Jlbfonbfrung be9 Grponenten h juriiiMeibenbc ®rupp« b^*? 
ejrponenten in ber gntmicEelunfi ton [a, b, c, d , , • g], 
S)i?fer ®c|^(u§ erflrecft jid[^, mie man teic^t fiej^t/ bi« viuf bie 
iSntwirfclun^ von [a,b], mt^ev abex, in ber f)iev befpro^enen 
SBeiie^ung , lurc^au^ fein SWongcf nad^gewiefcn werben fann. 

S8Ba^ bie 93orieidben ber ©lieber in ber gntwicEelun^ x>on 
[a, b, c, d . . . g, h] betrifft , fo (limmen biefelben mit ben 
Seic^en ber ©lieber in ber gntroWelunfl t)on [a, b, c, d ,.,g]/ 
au^ wefc^en erft^re ©riebcr entflanben jinb/ fiberein , wtnn 
jen^ [h] o(^ gactor ent^attcn ; erfc^eint aber 6 al^ »e(lonb* 
t^eil eine0 iufammengefe|ten gjcponenten/ fp erl^altcn bie neu^ 
eriieug:en ©lilber ba^ ent^egengefegte Seic^en. 2)ieg ijt cim 
tiaturtic^e gofge be^ burc^ bie oben angefil^rte SRecurfion^for? 
mel b^bin^ten (San^e^ ber 9?eci^n«n^. Ueberblidt man nun bie 
ganje tBilbung^--g)eriobe eined ©Uebe^/ bei bem flufenmeifen 
Ueber^ange Dpn [a] unb [a,b] auf [a, b, p; d . . , g] unb 
[a, b, c, d • . , g, h], fo jiinbet man, bap man filr jeben 
Sactov beflelben pon ber goi-m [p]^ beffm Sjcponent p au^ 
einer ^eraben ^Inja^r ber gpponenten a, h, o, d . , . j^ufam* 
men^efegt i(l/ tias Seic^en — ju rcc^rien (?abe/ fo ba& ba{J®(ieb 
felbft pofitit) ober negatip fepn n?irb/ je na4)bem ee eine gerabe 
pber eine ungerafce '^n^a^l folct^er gactoren in fid^ be.9reift. 

(iin ®(ieb enbli^, in beffen factor [p] ber Sjrponent h 
(\6f a(^^ 93e|lanbtl^ei^eist , eutf^e^t bei bem Uebergange oon 

[a, b, c, d . . . g] alff [a, b, c, d • • . g, h] 
to oft/ a(^ bie ^fnja^t ber Sjrponenten , welc^^e mit h bur(^ 
2lbbitton t>erfni}pft finb, gin^eiten ent^d'It; benn jeber biefer 
^jrppnenten ivuvbe fix [\<l^ einmal urn h oerme()rt, i&ejle^t a(fo 
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p an6 einer SWenje w bcr gp^jonenten a, b, c, d . . . g, h, 
fo er^iSlt ba^ Olicb / xooxin ft* [pi aW gactor bepnbet, bei 
bem Mofen Uebergange ton [a, b, c, d . . • • . g] auf 
[a, b, c, d . . . g, h] ben eoefficienten (w-^i). enwii'gt 
man balder ben ijanjen (Sans ber grjeusung biefe^ ©(iebes, 
fo er^eflet, ta^monbemfelben fur jeben mit i^inem w fltiebru 
gen Sjcponenten oerfel[)enen gactor [p] ben Soefficienten 
1 . a /3 . . . (w— I) = (w— i)! beiiutegen l^obe, fo bag 
ber gefammte Soefftcient biefe^ Ofiebe^, ba^ gSrobuct biefer 
^artieHen Soefficientcn fepn mug. 

@o fommt 6. »• in ber grltwicfetung be^ ft^mmetrifc^^en 
Ku^brucfe^ [a, b, c, d, e , f, g, h] ein ©lieb oor, mU 

6)im bad g)robuct 

[a + b + c] [d + e + f] £g + h] 

jum ©runbe Itegt. 2)iefe£l ®Iieb er^cSllt bad 93or^eiclS)en — , 
weit p^ barin ein gactor mit einem jibeiflefligen grponenten 
befinbet. 2)er Coefficient bedfelben" i(l = i.a.i.a.i =4, 

alfo bad ®Ueb fetbjl 

~ 4 [a + b + c] [d + e + f] [g + b]. 

^ian fie^t juflUi^r bag afle ®(ieber ber gntwicfelung 
^ined fpmmetrif^en 2Iudbr«(fed [a, b, c, d, e..-..], welc^e 
eine gteid^e Unhaf^i gactoren oon ber gorm [p] ent^aften, unb 

beren gjri>onenten auf biefetbe 2frt aud a, b, c, d, e 

iufammenijefe^t ftnb/ fou)o^( in ben Seid^en, atd auc^ in ben 
(Eoefficienten ilbereinftimmen ; fo ta^ ber inbepenbenten 2)ar-- 
fUnung eined fpmmetrifcf^en 2(udbruc!ed [a, b, c, d, e .♦,..], 
beffen gjponenten fammtfic^ t)on einanber oerfd^ieben (inb, 
burc^ fpmmetrifc^e Jfudbrudfe mit einem einiigen gjrponenten, 
qax feine ©cf^wierigfeit im SBege fte^t, fobafb man bie oerfd^ie-- 
benen gormen ber (Slieber bedfelben ooafld'nbig aufjufii^ren 

weig. 

£)a/ wie wir oben bemerJt Ij^abeur affe biefe (Sfieber juf 

fammeufleno umen bad 3p(lem aUer oerfc^iebenen Jfrfcen erfic^t* 
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ii6) madden / auf meld^e bie ^xfonznUn a,b,C9d.««<^ 
iu^Ui^ in 1/12/3/4/5. «••• %d^tt ))er%i(t YDerben 
{oiinett, fo tdgt ftd[) juv Srjeu^unir; berfelben etn combinato^ 
rtfc^e^ 93erfal^ren (fic^t angeben. 2(m einfad^ften bfeibt aber 
immer bie recurtirenbe Silbung bet biefen ©(iebern eiitf^r^.? 
4ienben ^jrponentengruppen/ loetd^e nad^ 9}}eier ^itfd^ un^ 
terberSorm einer 3n))0(ution bargeftefft/ einer inbepeitbenten 
^ilhutiQiwei^e ^itis Olet^fommt/ unb ibexffaupt in 95^n<i 
auf bte Sinfad^l^ett tinb Zeiifti^Uxt Ut Operation felbfi/ nid^t^ 
^el^r ju n)i!tnf4)en librig (<l[§t. 

gof^enbe^ ©c^ema (egt bie Srponentengruppen aQev ®(ie« 
ber bet gntwicferung von [a, b, c, d ,. ,;] filr 1,2, 3, 4..v. 
Sjrponenten {(ar oor 3(ugen« 
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d-f-b, c, a 
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d+b , c+a 

d+c4-b--|-a 



ZC. 



99{ani fe^t ba^felbe (eid^t fort/ mntt man I'eben neu etn^. 
^retenben Sjcponenten erftfid[> alien bereiW tjorl^anbenen Srpo- 
^tentenjgruppen ^orfe^t/ unb il^n bann ju j'ebem abgefonberten 
einfadben ober iufammenaefe|ten (Sjrponenten abbirt* 
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^ie Qnttoxictunq bet f9mmetvifd[ien 7lu6htudc$ 

[a? b» c, d ] 

nioritt bte Sjrponenten a, b, c, d • » « • unglet^^ ftnb/ U^t 
fitfy in bie @ntmtcEe(und be$ f^mmetrifd^en ?Xu^bruc(e^ 

« ^ c & ^ 

[a, b , Ct d « • • • • h] 
' iimfegert/ menn man eine SRenge a bet Sjrponenten bed trftern 
== a , cine 9?enge i berfetben = b anntmmt u* f. n>. 

2)a6ei oermanbeft ficfy jebocj^ [a, b, o, d • • • •] in 

\ a b c ^ ^ 

a! b! e! b! • . « • 1^! [a, b, C9 d • « « • h]/ ^ 

a h c ^ f) 

fol^glid^ l^at mcttii urn [a, b, c, d • . « « b] einfad^ )U cu 
l^alten/ aOe ®(ieber ber erflern @ntmic!e(ung byit^ 

a! b! c! t! « « • • 
iueI4^e6 ^robttct wir ber Adrje metjen A nennen moQen f ^u 
tl^eilen. ^ 

Ueberbie§. mtbtttf wegen ber ©leid^l^eit ber Srpixnenteii/ 
mel^rere ®(ieber ber ermd^nten Sntmicfefung felbft einanber 
^leicO/ unbjmar/ toitin nadj^ ber gel^firtgen Snfammertiiel^ung 
ber ghic^en Sjrponenten bte oon bemfelben abf^d'ngenbe @r5^e 
Ka+P,b+y,c+.*.] [«aa+^,b + cy^c+....] X 

X[«,a + P3b + cy,c+...] .... 
in einem ®(iebe vorfommt/ fo vieU, aU e$ perfc^iebene Jfr- 
ten gibt/ a Sjrponenten, beren jeber = a ift/ fcrner b S;rpo^ 
nenten/ beren jeber = b ifl/ c Sjrponenten/ beren jeber = c 
ifl u. f. to., in bie jn^ifd^en ben £(ammern'iit ber an^ef^v:: 
ten @r6^e beftnblic^en SKaume ober ^difet fo ju oert{^ei{en/ 
ba§ in bad 

erfte jweite brittc . . . gad^ 

<*i «a «3 • • ♦ » Sjrpon^nten ber erften Tttt 

Pi /^a ^s . • • » » » » berjweiten* 

7i Va 7j .••»»» » ber britten », 
tt. f. to. hmttittif iooiei 
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«x + «. + as + • • • • = <* 

Px +^a + i3, + = «> 

Ti + Y, + ^3 +•••• = ^ 

Sdr bte 2fn}a|^( bUfer ^ert^ctfuhg^arten ftnbet man/ nadg^ 
38/ ben 2(u6brucE 

a! ^ . b! ^ c! ^^^ 

n^elc^en Mr ^iev bur4^ B anbeuten werben* Sd er^dU a(fo 
obige ®r6§e ben Soeficienten B. 

2)a enblic^ bie angefd^rte (SrSfle/ n>ena man 

«x + P» + 7x +•••• = \ 
«•+ Pi + 7« + ••••= >^. 

«»+ Ps + 73 +••••= ^» 



fe|t/ na^ ber in 174 au^einanber^efegten urfprAngtid^enSnts 
wuiHun^ bereitd mit bem Soefftcienten 

(\-0! (\— 0! (^— 1)! ^c. = C 
\^erfel^en ifl/ f^ ill ber Coefficient be5 ®(iebe^/ toorin bte 

[«xa + PxJ>+irxC4-.-] Ka + P,b4.«y,c + .*.] X 

X [<«3^Tl-P3b + cyjC + .*.] ;c- 

erfd^eint/ = — 

A 

b. i. « (X,-i)! (X>-i)! (X,-i)! :c, 

SoOten aber eini;ge gactoren ber @ri0e 

[«,a + ^.b + cy,c + ...] [«,a+P,b + 7,c+.*.] X 

X [«a* + P3l»+73C+--] ^«» 
finanb^f ^(eid^ fe^n^ b. ^« foQU^iefe ®rS^e bte gorm 

[«,a+^,b^cy^c+.*-]'[«.a + P,b + cy,c + ..J« X 

X [«3a + P3b+cyaC + ...]* ^«* 
^aben / fo mu^ ber biefem ^ate angepa^te Coefficient/ namlidj^ 
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ne^ tux^ btt^ ^robuct 

r! s! t! zc. 

^«tl^eilt werben, weir l^ier r %&^et oor^anben ftnb, bercn 

gjrponenten,im@inne ber oben gef^raucf^ten Sdj^rugweife, au$ 

nnm gacj^e in bo^ anbere steic^ieiti^ tJ^ertragert merben 66n* 

neri/ o^e bap ^ieburd^ cine ntue SSertJ^eifung^arfc @tatt 

finbet* 

2)ie oerfd^iebernen gormen ber ©lieber ber gntwicfefung 

a ( c b 
ajbyCyd...* 

werben mit ^liffe ber in 174 ange^jebenen 3nt)DtuttDn obge^ 

leitet, woBei man jebod^ afle SEBieberl^ofungen bereit^ an^e: 

fi'i^rter ^ounen ju befeitigen ^aU 

Urn ftd^ in ben ©ang ber ^ier au^geful^rten ERebuctionen 

eiH Mare Sinfi(|)t i^u »erfc|>affen/ fe|e man in ber Sntn?irfe» 

lun^ eine^ ^u6bvude$ mit tingteic^en €;'poAenten/ )* ^. be$ 

Tfu^briirfe^ [a, b, c, d, ej jwei ober brei S^rponenten einan* 

l^er gteic^/ unb betradf^te bie ©lieber/ xtyei6)c baburd^ eine xxhcv 

einflimmenbe ^orm er(an^en/ a(fo in ^im^ iufammengeiDsen 

n'erben {Snnen« 

176. 

Obfcf^on mitteljl ber im 93ori^en gegebenen S^rmetn jeber 
einfac^e fpmmetrif^^e 2(u^bruc6, in wel^tm blop ganje pofi* 
tii^e Dber ne^atipe SpDonenten erfd;etnen , burc^ bie (Sombina^ 
tion^^taffen ber i^m ^um ©runbe (iegenben ©r&pen o^ne "SSiu 
berbolunjijen bar^efleat n?erben fann^ fo Id^t fid^ bod^ btefe^ 
problem in befonbern gd'Hen mit ^lilfe fpecieller Swnftgriffe 
auf eine felc^tere 2lrt lofen^ aU bteg burd^^ ben @ebrau(^ ber 
aQflemeinen goi^ni^^n mo^Ii^^ ludlre. 

Urn l^ieoon ein iSeifpiel beij^ubrin^en / bjetrad^ten n>tr bm 

f^mmetrifc^en ?(u^bru<l £»]; n>e(cf;er entflel^t/ n^enn man (i^ 
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Cuabrate ber ©runb^rS^en jur rteit ^(affe ol^ne SBieberl^o^ 
tungen combttiirt. Siefer 2(u^bru(! wirb auf bie dombination^* 
{(affen ber tinf a^tn @runbgrS(en rebucirt/ menn man bit 
Sorm bel ^robucte^ {meter Sombtnation^naffen btefer ©rS^en 
tinterfuc^t. 

S^ fep x« xb X, • « . xh eine Sombination ber ®runb« 
grS^en x^^ x,/ x^/ x^ •• . jur 5((a{fep^ unb x^ x^ xc •* .x^ 
eine Sombination berfelben ®r6^en jur ^(affe q; ferner fepett 
w Slemente ber erften Combination eben fo Dtelen S(ementert 
ber jmetten (IdcEioeife ^(eid^/ /o entl^<ii(t ba^ 9>robuctbeiber Som* 
binationen w Cluabrate nnb p + q — aw erfle ^^otenjen ber 
©runbgrSgen ju ^actoren/ unb dt^ixt ioiQli^ iu bent einfa* 
4^en fpmmetrifc^en 2(udbrucEe 

@iel^t man auf bie Sfemente ber beiben Sombinattonen 
Xa Xb Xc . . . Xb / X4 X5 xc . . . x^ / mettle unter ben w^i*i» 
4^en (SCementen nid|^t beigrtffen jtnb, unb mooonp — w in ber 
erflen, unb q — w in ber jmeiten Combination oorfommeu/ 
foftnbet man ^ ba^ ba^ ^^robuct betber Combinationen nid^l 
geanbert mirb/ tvenn man einegemiffe 21n^a^( biefer Stemente 
in ber.erflen Comp(ejtion miieiner gleic^en 2(n}al^I eben folc^er 
Ctemente in ber ^meiten Compfejrion oermed^fert/ morau6 jtdj^ 
er>)ibt/ bag bad oben er^a(tene ^r^buct auf fo piefe oerfc^ie- 
Um livun erjeu^t merben fann^ aU fid^ p + q — 2 w S(e- 
mente jur (p — w)ten> ober aud^ jur (q — w3ten ^(affc? cprji* 

3(r ten. 

®ejer(^nel m^n bie gefammte pte CbmbinationdnafTe ber 
©runbgr&gen x^/ Xg, x,, x^ • . . burd^ Sp , unb eben ft> 
bie qte SombinationdKaffe berfe(1>en ©rSgen burd^ Sq / fo ifl 
bad ^robuct df (£^ offenbar etn fpmmetrifc^r 31udbrucE> unb 
H aC(e (Sombinationen/ t)on mt^en oben bie Stebe mar/ bo^. 
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Ux aU %Actoxm iu^ammmlvetm , fo ent^dtt biefe^ ^robuct 
ben fpmmetrifd[^en ?(u^bru(C 

f. ;+!-] in Mem (^+1"^) «'-^- " 
2(6er l^ier fanrt mart ber Bc^^^ w aU^ ganjen pofittten 
SBert^e/\)on o angefangen/ beileigeti/ nteld^e bie iUimn ber 
Sal^len p , q nid^t itberfieigen / felgUd^ ifi 

& fep nun p==2r^q/ fo l^at man> wenn man (eiber« 
feiW mit ( — i)<i multiplicirt / u«b ban n in ©eiufl auf ben S^i* 
ger q fummirt: 

@(-i)»S,e._,=® [3, 1 ]©(-!)' (ar-w-q) 

HUx e$ ifl nad^ 5j , a) unb nad^ 98 

® (-»)' ( 3 r-w-q J = 0(— 0'+- (ar-aw-q^ 

^ *^ v. flr — 2W y 

ein 2fuWrurf / weld^er ©erfd[^winbet/ fobalb w <r ijl, unb filr 
M" = r in bie €in()ett &UxQt^t ^an l^at alfo 

® (— O' S, e.,-, ±= (-1)' [3, I] = (—1)' [2] 

obet/ wenn man in bem 3(ggregate 

bie oem 7(nfatf^e unb 00m Snbe be^fAien gteidEimeit entfern' 
Uxi ©lieber i\i\oimtaiti nimmt/ unb ba^ bem Z^xi^t q ss r 
entfpre(^enbe SJIittelglieb bat^on (tHonbert: * 

« @ (—1)1 Of, C,,^ ^ (— »)* €; = (—1)' [at] 
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o,r — t 

ober xotnn man r— q jlatt q ft^reiSt: 

[3] = £• + 2 (— l)^,(Sr-, €r4it 

etne SormeW toeli)c von @u(er ^erv%t. 



^ 



&inn(l8renbe SrucEf el^Ur. 
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foisti* [2] = s; + a *^ 

jber njenn man r — q flatt q f^^^ 
[a] = S" + 2 * 
int Sormerf melt^e oon Sure «^ 
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